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Colloguium "Onderwerpen uit de modeltheorie”

Spreker: B. van Rootselaar.

Ruw gezegd zijn de vragen van modeltheorie de vragen naar de sa-
menhang tussen wiskundige systemen en hun beschrijvingen door middel
van een formule taal, i.h.b. vormen van de eerste orde predicatenreke-
ning.

De ingredienten van een dergelijke taal L zijn:
objectsymbolen (indiv.constanten) : a, by, Cy eoe
variabelen Xy ¥y oo

relatiesymbolen (predicaatletters): A( ), B( , ), oco

oo

logische tekens

—S,VisAs s Se
quantoren : (. ), (E.)
en haakjes [ , |

Uitgaande van atomen, welke ontstaan door in predicaatletters object-
symbolen en/of variabelen te substitueren - b.v. A(a), B(a, x) -, bouwt
men formules op met de logische tekens en de quantoren (en haakjes).

Een variabele, welke in het bereik van een guantor valt heet gebonden,
b.v. x in (x) B(a, x); wanneer dat niet zo is heet de variabele vri]
(komt de variabele vrij voor). We zijn in het bizonder geinteresseerd
in zinnen (u.itspraken) van L, d.w.z. in formules zonder vrije variabelen.

Naast de taal hebben we wiskundige structuren, d.w.z. verzamelingen
M met deelverzamelingen van M, M2, M3, veo (relaties).

Om de uitspraken van L betekenis te geven in een structuur M legt
men verband door een 1 - 1 afbeelding van de verzameling M in de ver-
zameling der objectsymbolen van L en van de verzameling der relaties
in die van de predicaatletters van L(afb. f).

Fen zin X van L heet gedefinieerd in M als de in X voorkomende object-

symbolen en predicaatletters onder f corresponderen met elementen van
M en relaties van M (orde trouw, d.w.z. B( , ) correspondeert met een

relatie B CMg, enz. ).



Hiermede zijn we er nog niet: we moeten nog afspreken wanneer een zin

X van L in M zal gelden. Dit leggen we inductief vast:

1,

e

N VT W
e -

e

Is X atoom, dan geldt X in M als fX (op vanzelfsprekende wijze
gedefinieerd) in M waar is, is X b.v. B(a, b) en is fB = BlcP
enfa=a en fb =D dan geldt B(a, b) in M als (a1, b1)€5Iﬂ.
(Let wel B(a, x) wordt niet geinterpreteerd, want B(a, x) is geen
zin).-

De géidigheid van ingewikkelder zinnen brengt men terug tot die
van eenvoudiger:

X als fX niet waar is in M.

XvY als fX of fY waar is in M.

XaY als fX en fY waar zijn in M.

(Ey)X(y) als er een object symbool a is zodat X(a) geldt.
(y)X(y) als X(a) geldt voor elk objectsymbool a met fa& M.

M heet model van de verzameling zinnen V als M model is van elke X€YV,
doW.z. als elke XE&V geldt in M.

Een centrale stelling met vele interessante toepassingen is de zo-

genaamde compactheidsstelling.

Als elke eindige deelverzameling van een verzameling K van zinnen

een model heeft, dan heeft K een model.

Verscheidene interessante kwesties zijn:

gevolgen voor de mathematische structuren van uitdrukbaarheid in de
eerste orde logica, i.h.b. toepassingen van de compactheidsstelling
(zie [5], hoofdstuk 2).

vragen naar de karakterisering van structuren door verzamelingen van
zinnen ([j]), i.h.b. de gevolgen van het bestaan van niet-bedoelde
modellen ([5],[6],[71)-

wat is er voor gemeenschappelijks in de modellen van een verzameling

zinnen (modeltheoretische invarianten: Kreisel, b.v. in Eﬂ).



3. volledige theorieen, d.w.z. verzamelingen T van zinnen, zodat voor
elke X, die geen andere ingredienten gebruikt dan T juist een van
de twee verzamelingen T\){X} en T\)f’X } een model heeft.

L, onafhankelijkheidsonderzoek van axioma's van de verzamelingsleer,
b.v. Cohen in [1].

5. modeltheoretische fundering van logische systemen (Beth, Kripke in

3.

6. generalisaties van de modeltheorie (continue modeltheorie [gl)o

Ik wil voorstellen om met het onder 1. gencemde onderwerp te be-
ginnen, omdat daarin een, vanuit wiskundig standpunt interessante,
ontwikkeling is ontstaan in de zogenaamde non-standaard analyse met
toepassingen op vele gebieden. We kunnen dan later zien of onze belang-

stelling ons nog tot andere onderwerpen voert.

Om een voorlopige indruk ven het onderwerp te geven zal ik in het
kort schetsen waarom het gaat.

Oribedoelde modellen van axiomastelsels der rekenkunde zijn gecon-
strueerd door Skolem (zie [T]).

Hij gesat daarbij als volgt te werk. 4
Laat N de rij der natuurlijke getallen en MT=’{fn(§» een ri] arithmetische
functies zijn, A.W.Z. fi : ¥ > N, dan is er een monotoom stijgende functie
g ¢ N> N zodat bij elk paar (i, j) een tij is, zodat voor t > tij geldt
£, g(t) < fj g(t) 6f £, glt) = fj g(t) of £, g(t) > fj i(t)e

Hierdoor is het mogelijk ven M een geordende rij N te maken door

de definities:

£, < fj <=> vyoor alle t > tij geldt f. g(t) < fj g(t)
=1, o .. . = T, t

| £, fJ <=> voor alle t > tlJ geldt f. g(t) 3 g(t)

£, > fj <=> +vyoor alle t > tij geldt fi g(t) > fj g(t).

Door de elementen van N te identificeren met de constante functies ver-

krijgt men NCN*@ Verder is 1 < f voor alle reN® en elke fEN" heeft



een opvolger £ + 1. Dus is N een beginsegment van N*, De identiteits-
functie is als element van N groter dan elke ngll en dus is N een echt
beginsegment van N, 7

Om nu een model van de rekenkunde te krijgen moeten ook de arithmetische
functies Nk-+ N getransponeerd worden tot N*k'+ ﬁ*s Hiertoe moet men
verlangen, dat de rij M afgesloten is t.0.ve samenstellen van functies.

.. k . s 3 *k o
Zij nu F ¢ N + N dan definieert men F : ¥ = -+ N door

F*(f1, cons T)(8) = F(£,(8), coey £_(£)).

Als voorbeelden noemen we de som van twee functies door (f + g)(t) =
= £(t) + g(t), het product (f.g)(t) = £(t).g(t).

Door een geschikte rij M te kiezen kan Skolem nu bewijzen dat alle zin=
nen, opgebouwd uit atomen welke vergelijkingen of ongelijkheden tussen
arithmetische functies zijn, die waar zijn in N ook waar zijn in N

Daar N en I niet isomorf zijn kan hieruit geconcludeerd worden,
dat een aftelbaar le orde axioma stelsel de rij der natuurlijke getallen
niet karakteriseert, zie verder.[YJD

Onbedoelde modellen van de analyse kan men construeren met behulp van
de ultramacht RéN(=Re*) van de verzameling Re der re¥le getallen; zie[@,[ib&ﬂ-

Elementen van Re* worden de functies f : N ﬁ>Re.‘ '
Zij D een ultrafilter in N, d.w.z. een klasse van deelverzamelingen van
N, zodat

1. ¢&D

2. A, BeD ~ ANBeD

3. AED en ACBCHN » B€E€D

4, ACH > A€D of N - A€D

De relaties R op Re - dus i.h.b. de functies Re"™ + Re - worden nu als

. . . e
volgt op Re uitgebreid tot relaties R :

(£45 o0y £)ER <> {n 3 (£,(n), ..., £ (n))ER}ED.



Voorbeelden:
1. £ =g (eigenlijk £ = "g).
f =g <> {n; fln) = gln)}enD.
= is op Re een equivalentie. We laten zien dat uit f = g en g = h volgt
f = he Nol. we zien uit de veronderstelling met 2 en 3 van de ultra-

filter definitie:
{n; £(n) = n(n)}2{n ; £(n) = g(n)‘}ﬂ{n ; g(n) = h(n)}eD, dus £ = h,

Opmerking: Luxemburg werkt met de equivalentieklassen [f] = {g s g = T}
als elementen van het model, Robinson met de functies zelf.
2, Optelling: £ + g = h <=> {n ; f(n) + g(n) = h(n)}eD.
3. Inverse.
f=0<= {n; f(n) =0}€D, dus £ ¥ 0 <=> {n ; £(n) = 0}& D, dan is
volgens 4 van de definitie van ultrafilter dus {n ; f(n) % 0}enD.
Voor g met g(n) = :f'(n)_1 als f{n) £ 0 en g(n) = 1 als £(n) = 0 geldt
fg = 1, daar |

[ns f(n) gln) =1} = {n ; £(n) ¥ 0}eD.
4, Ordening.

f<g<>{n; f(n) < glnllen.
Hierdoor wordt Re een geordend lichaam (zie L.
N0 = ¢ dan is Re:* niet isomorf met Re, dan is n.l. Re" niet archimedisch
geordend (in de ‘strikte zin dat er niet bij elke f > O en g > 0 in Re
een n€N bestaat met nf > g).

7ij namelijk f€Re gedefinieerd door f(n) =n en stel £ <m (€N),
dan {1, voes m-1}€D waaruit volgt MD # ¢, dus er is geen m met f < m,

doWozo Voor alle m€N is f > m, dus ook f > m.

Er geldt ¥ c Re , NCN en RecRe (echt).

Alle eerste orde zinnen, die in Re gelden,gelden ook in Re .

Men heeft in N~ oneindig grote getallen en in Re&® zowel oneindig grote

als oneindig kleine getallen. Deze zijn toepasbaar in de analyse en recht-

vaardigen interpretaties en karakterisering als:



1o De rij {Sn} in Re is juist dan begrensd (in Re) als de elementen
van:{Sn} in Re alle eindig zijn, d.W.z. in Re zijn. Bedenk hierbi]
aat {Sn}’in Re" een functie S : N - Re is.
/ 2. SERe is limiet van {Sn} in Re juist ‘dan als in Re geldt ]Sn - 5|
oneindig klein voor alle oneindige n (d.w.z. in N - W)

Men kan eenvoudige bewijzeh leveren‘van‘fekende stellingen der
.analyse (Bq%zano - Weierstrass) maar ook interessante karakteriseringen
in de topoldgie (Robinson), en nieuwe resultaten verkrijgen, b.v, in

de theorie der lineaire operatoren (zie [6]).

In concreto stel ik voor om uit [6] te bespreken de hoofdstukken
(of gedeelten daarvan):

11, (logica)

ITII. (elementaire analyse)

Iv, (topologie)

VII., (lineaire ruimten).
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Colloquium. "Onderwerpen. uit de Modeltheorie"

Spreker: B. van Rootselaar.

We zullen nu voorbereidingen treffen om de compactheidsstelling
(zie p.2) te bewijzen. Ter vereenvoudiging wveronderstellen we hierbij,
dat - en = niet in de taal L voorkomen (hierdoor verliezen we niets).

Het bewijs zal geschieden door de constructie van een model van K

in de vorm van een ultraproduct voor een verzameling zinnen in prenexe

normaalvorm, d.wW.zZ. van de gedaante

(Q,]x,i) ces (ann)A(x,], cees xn)

waarbi] Qi quantoren zijn en A geen guantoren bevat.

Het bewijs is dan algemeen, omdat bij elke zin X een daarmede
equivalente zin X' bestaat, in prenexe normaalvorm, d.w.z. een
prenexe X' met dezelfde constanten en relatiesymbolen als X met de

eigenschap dat X' juist dan geldt in een structuur als X daarin geldt.

We geven nu eerst de algemene definitie van het ultraproduct (1),
dan een schets van de reductie op prenexe normaalvorm (2) en daarna

het bewijs van de compactheidsstelling (3).

1. Twee structuren heten gelijksoortig als al hun .relaties interpre-
taties zijn van dezelfde verzameling van relatiesymbolen.

Het ultraproduct Q’D van een klasse Q = {Mv;- v E-I} van gelijkscortige
structuren M wordt als volgt gedefiniéerd.

DeP(I) is een ultrafilter, d.w.z. voor D gelden de eigenschappen:

U,(D) : ¢ #D; U,(D) : Als A,BeD dan ANB&D;

U3(D) : Als AeD en A~B, dan B &D; Uh(D) : Voor elke A &P(I)

geldt AeD of A'&D.

De elementen van Q’D z1ljn de functies
f: T > U@

zodat f(v)eMv voor alle vel.



Bij elk relatie-symbool R, dat in alle M geinterpreteerd is

behoort een relastie R gedefinierd.door

(f1, eien fh") €R ~{v; (f1(\)), cees fn(\)))eR}é-D.

N.B. In (f,l(v), ...,~..fn(v))eR staat R voor de interpretatie van het
relatiesymbool R in M .
2. Een met X equivalente X' verkrijgt men door de vervanging van
deelformules van: X van de vorm

Y vZ) door 7Y A'Z

MYAZ) door 'YV'Z

By )Z door (y)'2Z

y)z door (Ey)72Z

wat resulteert in een met X equivalente formule X,], waarin toepassing
van = voorafgaat aan die vanv, A, (E.), (.), en vervanging in X, van

deelformules van de vorm
((EBy)z)vY door (Eu)(Z'vY),

waar u niet in de eerste formule voorkomt en Z' uit Z ontstaat, door
y te vervangen door u. Analoge vervanging van A i.p.v. A en (.) i.p.v.
(E.) levert dan een equivalente X' in prenexe normaalvorm.

Voorbeeld:

X = T(Ey)R(a,y) v "((y)(Qly) v (E2z)s(y,2)))
(eerste stap: 7 naar binnen)

X, = (y)R(a,y) v (By)(Taly) A (2)78(y,2))

(tweede stap: quantoren naar buiten)

Xy, = (W) (R(a,u) Vv (Ey)("Qly) a(z)7 S(y,z2)))
Xpo = () (Ev)(R(a,u) v (7Q(v) A (2)78(v,2)))
Xyg = (W) (Bv)C R(a,u) v (w)(7Q(v) ATS(v,w)))

X' = (u)(Ev)(x)("R(a,u) V (7Q(v) A T8(v,x)))
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Opms : Voor. volledig bewijs zie b.v.
D. Hilbert, W Ackermann:’ Grundzige~der: theoretischen Logik.
A.H. Lightstone: The axiomatic method.

Zinnen in prenexe normaslvorm interpreteren we: in-structuren door
toevoeging van functiesymbolen: (Skelem functorem)s- Hierbij overschrijden
we het bestek van onze taal L.

Dat (x)(Ey)R(x,y) in M.geldt betekent, dat bij-elke constante a
een b bestaat, zodat .R(as;b) in M geldt..In M-is er.dus-een functie f,
‘zodat voor alle xeM geldt (x,f(x))&R. We voegen: nu een functiesymbool
¢ toe san onze taal met f. 'gls interpretatie in M-“eh we zeggen, dat
R(x,¢(x)) in M geldt als voor elke constante die in M geinterpreteerd
is R(a;&(a))'in»M geldt. Deze definities iijnrduSTZO”ingericht, dat
R(x,¢(x)) in M geldt juist dan als (x)(Ey)R(x,y) in M geldt.

Op deze wijze wordt bijvoorbeeld de met X = (x)(Ey)(z)(Ew)R(x,y,z,u)

corresponderende formule:
R(‘X,(P(X),Z,’.P(X‘,Z)).

3. De compactheidsstelling.

Laat K een verzameling zinnen in prenexe normaalvorm zijn, zodat
elke eindige deelverzameling een model heeft. De klasse der eindige
deelverzamelingen van K. noemen: we PO(K), met elementen H, V, oces o
Bij elke v kiezen we eenrmodel~MQuen we zorgen ervoor, dat de in X
voorkomende. .relatiesymbolen in alle M geinterpreteerd zijn, door ze
zo nodig in M- door een lege relatie te interpreteren. De objectsymbolen
van K worden in een ultraproduct over Q door functies f, waarbij f£(v)
een in M aanwezige interpretatie‘is of indien zo'n. interpretatie er
niet is, een willekeurig element uit Mv'

We moeten nu een geschikt ultrafilter D definiéren, zodat elke
XeK in QD geldt.

Dat gaat als volgt.

713 a(v) = {p; veu}
en Dy = {a(v); vePy(K)} ePy(K).
Dan gelden U»,]'(DO) en UE(DO), omdat. ¢ ¢-DO en d(v) nd(u) =

~= d(v un).
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We beschouwen nu de deelverzamelingen van PO(K~)‘~, die D, bevatten
en waarvoor Ui‘en U2 gelden. Deze verzameling is parti€el geordend
door inclusie en bewat velgens Zorn een:meximaal element, zeg D.

Er geldt nu,Ug(D), wantials we definiéren
D' = {B; er is een AeD met A B}

danvgeldeanT(D'),:UQ(Dy) en=U3(D'), terwijl.D D' . Wegens maximaliteit
van D is D = D'-en dus*geldt'Ué(D)@ Tenslotte ziet men -als volgt, dat
U, (D) geldt.

Zij-A<.Py(K). Definilert men

D(A). = {B; er zijn F en C met F.€D, AcCen B = Fncl,

dan geldt DeD(A) en A €D(A). Verder geldt U.2~'(~D(A)).e-n als U,!(D(A))
geldt, dan volgt wegens maximaliteit van D, dat D(A) = D en dus AeD.
Analoog voor D(A').

"Is nu ¢ €D(A)ND(A'), dan zijn er F en G in D met ANF = A" AG = ¢

en dus FAG = ¢ €D, zodat uit U,i(D) volgt U1(D(A?)') of U1(D'(A' )) en dus
AeD of A'€D.

We moeten nu aantonen, dat de zinnen van K in QD gelden. Dit laten

we zien aan de hand van de zin

X = (x)(Ey)(2)(Eu)R(x,y,2,u),
waarbij we veronderstellen, dat R is:

R, (x,7) v (Ry(x,2) A7 R3(z,u)),

waarin R., R., R. atomen zijn.

2 3

Het komt er dus op neer, dat we laten zien, dat R(f,¢(f),g,¥(f,g)) =
=TR, (£,0(£)) v (Ry(f,g) /\"R3(g,w(f,g))) in Q geldt.

De Skolem functoren ¢ en ¢ zijn hierbij op Qﬁ~geinterpreteerd

door

d(F)(v) = o(£(v)) wmraﬂevéP&K)
en Pp(£,g)(v) = v(£(v),g(v)) voor alle \)ePO(K).

N.B. De ¢ en ¢ in de rechterleden staan voor de interpretaties van

¢ en P 1n Mv.
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Als afkorting gebruiken:.we R, [v:[ voor Rj»(‘f(v),d)(f('v))) en analoog
voor_de andere formules.
Zij nu

A ={v3 R, 1}

dan geldt R in QD’ volgens definitie van gelden.-in een structuur en de

definitie van QD’ als

1 1
Al v (A2 N A3)e.D

Y

(A' is complement varrA ), dit moet dus worden aangetoond.

zij nu = {v; rR[v]}.
Indien A = {X} dan geldt R[A] en als ned() dan geldt R[p] dus
a(Ar)c B, zodat volgens definitie van D ook Be&D.

Verder als AeB, dan Aeh] u(A,

1 - 1
BeA U(A2nA3) en dus

1] 1]
A1 u(A2 AA3) eD.

r\A3) en dus



Colloguium "Onderwerpen uit de Modeltheorie"

Spreker: L.E. Fleischhacker.

In vele takken van de.wiskunde.hebben variabelen behalve op elementen
van een zekere verzameling vaak ook betrekking op: deelverzamelingen,
relaties, i.h.b. functies, etc. De gebruikte logica wordt dan dus
geinterpreteerd als een "hogere orde" logica. Aangezien deze inter-
pretatie tot tegenspraken kan leiden moeten enige beperkingen aan

het logische systeem worden opgelegd. Een van de methoden hierbij

is de theorie der logische typen. De hier gebruikte typentheorie

wijkt iets af van de gebruikelijke vormen.

We zullen eerst de "hogere orde structuren" definidren die ons als
modellen zullen dienen, daarna ecen "gelaagde" taal die deze modellen

kan beschrijven.

Definitie 1. Typen

i) 0gT

ij) Tys eees T €T ==> ('I.",], Tos sees Tn)é'I'
We noemen de elementen van T typen.

Definitie 2. Hogere orde-structuur

Als gegeven is een verzameling A # O, een stelsel verzamelingen

en een afbeelding ¢, dan vormt {BT} een hogere orde struc-~

{BT }TéT 1&T
tuur over A met interpretatie ¢ als aan de volgende voorwaarden
voldaan is:

i) ¢ gedefiniderd op L} BT

16T
13)  ¢fpy] =4

iij) als 7

(T19 eausy Tn) dan geldt:
¢[BT];C_ ,)(:°(q>[]3T ] X wes X ¢[BT ]). %
1 n

Als ¢ 1-1 duidig is noemen we de structuur Normaal. Als in = de gelijk-

heid geldt voor alle 1 spreken we van een volle structuur.
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Bij elke verzameling A behoort dus.c.a. de wvolgende.volle-normale

structuur:

i) AO = A

ij) als T = (7 csesy Tn) dan is A =€P(AT X aps X AT )

9
1 1 n
waarblj ¢ .de identiteit is.

Er geldt ¢EBT] = waaruit ommiddellijk volgt dat de verzamelingen BT

disjunct moeten zijn.

We zullen de elementen van A "relaties van type T" noemen en als
T = 0 ook wel "individuen".
De elementen van B_ noemen we "constanten van type t" en als T = 0

ook wel individu-constanten.

De elementen wvan ¢EBT1,noemen we inwendige relaties, die van

AT\ ¢EBTI ultwendige relaties van de structuur {BT}T€T°
In een vol systeem zijn dus alle relaties inwendig.

We defini&ren nu twee talen A en A' om de h.o. structuren te beschrijven.

Eerst enige syntactische begrippen:

Definitie 3. "hogere orde" taal A. Deze bestaat uit:

i) Bij elk type T een verzameling CT van constanten zo, dat

T # T, == CT1r\CT2 # O

ij) Bij elk type 1 = (T1, ceasy Tn) een n+1 plaatsig relatiesymbool 9.

waarbij we aan de plaatsen de typen resp. T, T ceey T toekennen.

19

iij) Variabelen en logische constanten als in de le orde taal.

Definitie 4. de taal A'.

Behalve het bepaalde onder i, ij, iij is in deze taal ook nog aanwezig:

iv) bij elk type t een 1-plaatsig relatiesymbool 0.

Definitie 5. Vocabulair.,

Als X een formule en K een verzameling formules van A is definidren we

de volgende verzamelingen.
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VocT(X), VocT(K) verzameling der variabelen. en constanten die op
plaatsen van type v in X resp. een formule Y&K
voorkomen.

Voc(X), Voe(K) idem, zonder typespecificatie.

VoccT(X) Vbcc%(K) alleen de constanten.

Definitie 6. Gelaagd

Een formule X €l is gelaagd als de verzamelingen VocT(X) voor ver-
schillende T disjunct zijn.
Een verzameling formules K is gelaagd als alle formules ervan gelaagd

zijn en bovendien de verzamelingen.VoccT(K) disjunct zijn.

Met behulp van de volgende semantische begrippen leggen we de inter-

pretatie van de zinnen vap A in de structuren {BTbQéT vast.

Definitie 7. +toelaatbasr

Een formule X van A is toelaatbaar in M = {BT}neT als:
i) X gelaagd is;

ij) voor alle 1 geldt VoccT(X)_c__BT.

In afwijking van het door Robinson in [§J'gevolgde procédé identifi-
ceren we hief dus wel- de. constanten van A met de elementen van BT
maar we onderscheiden de elementen wvan BT steeds wan de relaties

uit Ar'

Zij nu M een hogere orde-structuur en A(M) de verzameling van in M

toelaatbare formules, dan definiren we

Definitie 8. Diagram 9(M) van M

Als 1 = (T1, coss Tn):

i) ¢Ja,m,,“,bﬁéQM)<$$ aea,bie%i,i=1,.n,nen
< ¢(b1), ceos ¢(bn) > & ¢(a)

ij) -’q)r(a;’ by sees bn)eﬂ)(M) <==> aeB, b.&B , i=1, +e., n en

i
<b(by)s ooes ¢(bn) > & ¢(a).
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Definitie 9. De verzameling H{(M) van zinnen toelaatbaar en geldig in
M is de semantische afsluiting van D(M) in A(M) (vergelijk e orde).
Het is gemakkelijk na te gaan-dat A(M), D(M) en H(M) gelaagde ver-

zamelingen zijn.

Als we de formules van .A als eerste orde-formules willen opvatten
moeten we de voorwaearde van gelasgdheid in deze formules zelf opnemen,

Dit geschiedt op de .K}olgende wijze.

Definitie 10. type-transformatie A: A - A!

i) Als X een stomaire formule is: AX = X, A is distributief t.o.v.

alle logische connectieven.

ij) A@x)z = (3x)9_t(x)/\>\Z als x &Voc (Z) en
AM3x)z = (3x)6,(x)AAZ als x & Voc(Z).

iij) A(Vx)z = (VX)GT,(X)QAZ als xé,VocT(Z) en
A(Vx)Z = (Vx)@o(x) 37 . als x & Voc(Z).

We beschouwen tevens bij elke h.o. structuur M = {BT} een le orde

= { 1 =
structuur M, < B, lST}TéTU{FT} > waarblj B v, BT en ST en FT

1&T <€l

interpretaties resp. van 6, en ¢_ zijn.

Schematisch laat de situwatie zich als volgt voorstellen,

(ale—tfn}=u M =<8, {5 julr}>

D () < K) — 25796, (1)

We kunnen nu bewijzen:

Stelling (2.7.1) . Als X€A(M) dan:
xef) <==> Axe’Ji(MA)

Bewijs: Voor het geval X geen .quantoren bevat volgt de conclusie direct

uit Def. 10 en uit

<ay b,y esas bn>éFT <==> q>T(a, b1, ceas bn)

13

Stel nu: z&€MH(M) <==> AZé'?f(MA) en X = (x)Z dan zijn er twee gevallen
mogelijk:

&
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i) xé_VocT(Z) dan hebben.we de velgende .equivalentieketen:
XeR (M) <==> 7z(a)e M) voor zekere a&B <=
<==> AZ(a)e®(M,) en a€s ~<==> 6 (a)adi(a)eM,) <==>
<z==> AX&’){(M)\).

ij) x & Voc(Z) dan, daar B, # O: (-':lx)eo(x)é.?i(M_}\) dus X £ Z en XX = AZ
waaruit de conclusie van de stelling voor X volgt.
Als X = (¥x)Z is de redenering geheel analoog.

Nu kunnen wij de compactheidsstelling overdragen op hogere orde zinnen

en modellen.

Stelling (2.8.1). Als:K een gelaagde verzameling zinnen van A is
en elke eindige deelverzameling van K heeft een model, dan heeft K

een model.

Het bewijs verloopt volgens dit schema:

Yxram o K eM) K <(M)
. &
(2.7.1) >
Ny
A[K'lc'f)f(M;\)
v : (2.5.1)
A]:K']UH(')uHéc’ﬁ(M}'\) 7 M[K] vE UH c TN

waarbij HO een formulering in A' van de type- en extensionaliteits-

voorwaarden is. B.V.

(Vx)['wT(x)v'leo(x)]e Hy alst#o0 en

i

(%)W) Wz)Wu)[o (z) a0 (x) a6 (y)as (W [[b (x,2) = o (3,2)]=
1 2 2 ‘3 2 2

. D[¢T3(u,x) E ¢T3(u,y)]]]JeHo en verder o

Hc = {GT(a) | teT, aé:VoccT(K)}.
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(2.5.1) is de compactheidsstelling voor de 1e orde.

Het bewijs bestaat hoofdzakelijk uit verificaties betreffende het

vervuld zijn -der type-voorwaarden.

Bij = wordt uit het: te orde-model N = <B, {ST} U{FT} > vaﬁ:A[K]a)HOEJHc

een hogere: orde -structuur M“=‘{BT} opgebouwd: -op- de- volgende wijze.

Ay =By = 8, ¢ | B, is de identiteit.

BT = ST

Stel ¢ reeds-gedefiniéerd op B. s «»+5 B dan wordt als b&BT,

_ 1 n
T = (Ty oy Tn)
o(b). = _{<¢(b1), cens ¢<bn)>|<‘°= by sees bn>eFT}.

(Er kunnen dus elementen van B zijn die in geen enkele BT voorkomen. )

Opmerking: Het model M dat hier ontstaan is behoeft niet vol noch
normadl te zijn. Zoals verderop zal blijken is het wel altijd mogelijk
een normaal model - voor K te vinden.  Het kan echter voorkomen dat van
een verzameling K alle eindige:deelverzamelingen een vol model hebben
en K zelf uitsluitend niet-volle modellen. We zullen zien dat elke
verzameling zinnen tot een dergelijk systeem is uit te breiden.

Een eenvoudig voorbeeld is de uitbreiding van een theorie der natuurlijke
getallen met de zinnenverzameling {a > n}:=1 U {aeN} waarbij a een
van alle getalaanduidingen verschillende constante is.

Een model {BT} van de uitgebreide theorie kan nooit vol zijn, immers
de ocorspronkelijke verzameling van natuurlijke getallen N. moet uit-

0
wendig zijn. Om dit in te zien beschouwen we het inductie-axioma.

(Vx) I}b(o)(xﬂ)/\ (Vy)(¥z) [¢(o,0)(saz,y)/\ $(0y(xs¥)D "’(o)(X’Z)jD

> (Vu)cb(o)(x,u)]

waarbij s de opvolger-relatie aanduidt.

Stel Nb werd aangeduid dodr een constante v,

Substitutie van v voor x en a voor u leidt tot de conclusie ¢(O)(v,a)
waarmee v dus automatisch. een andere interpretatie krijgt dan we bedoelden,

devez. N, ¢¢[B(O)] .

&
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Zie voor dit voorbeeld.en:het daarmee. verbonden: begrip w-consistentie

arsk1l 1933.

We zullen nu.volle modellen wvan een: theorie«Btandaard-modellen noemen.

In het volgende wordt nu een algemene methode beschreven: om een theorie

uit te breiden tot een die alleen niet-standasrd modellen heeft.

Definitie 11. De logische afsluiting —K—A van K in.A is de verzameling

zinnen X van A zodanig dat {7X}U K geen enkel model bezit,

Definitie 12. Samenlopende relaties.

Zij K een gelaagd stelsel zinnen van A, bé.Vocc( )K dan definiéren’
ve & = {xé:B [ (ay)[q; )(b x,y)]eK ¢ (1n1e§n model van X is
dus ¢[Ab:[ het éomeln van ¢a )%

b is samenlopend (notatie: b e_F ) als voor alle eindige verzamelingen
{g,l, cess & }cAb geldt

(33’)[_-‘1’(7 . T )(bag«le) Ao I\q)(T o T )<b9gnsY)] é.KA-

172 172

Enige voorbeelden van samenlopende relaties:
Ongelijkheid in een oneindige verzameling; relaties die een gerichte
halfordening definiéren; de € relatie van type ((t)1) als alle eindige
deelverzamelingen wvan _BT tot B(T) behoren; de 3 relatie in een gekit

stelsel verzamelingen.

Definitie 13. Vergroting

K als bij def. 12, B C‘FO dan is HB de B -vergroting van K als

= KU{¢T(b,a,ab)« | PEBAB , ael,, 1&T}

waarbij &, een constante is zodanig dat ay & Voc K.
Als B = FO spreken we kortweg van de vergroting.

Als K =%(M) en M een volle normale structuur dan noemen we M* een

vergroting van M als M~ een model is van de vergroting H van K.

We zullen nu het bewijs schetsen van een stelling die het bestaan van

vergrotingen van structuren bevestigt.
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Stelling (2.9.5). Als K.een consistente verzameling zinnen van A is,

is ook elke-vergrotingaHB van: K consistent.

Bewijs: Als K<AM) en H' is een eindige deelverzameling van HB dan
beschouwen we de eindige verzameling van de zinnen van de vorm
¢ (b., a., a, ) ult B met 1. = (1.

T 1 73 i i1’ ‘1 2
Wegens biéafo 21Jn er volgens def. 12 constanten c

Ji=1.ce0mn, J =1 aos m. .

12 tees cn met ciégBT°2
zodat voor alle j f_ml *
(b > 855 C; E;K <),
'3

We definidren nu B'

1
[ov)
A%

U {a l T, = 1, } en we zetten ¢
Yi,2- Ti,2 Py 12 .2

voort tot B%, , door ¢(ab ) = ¢(c )
13
Dan geldt wvoor alle constanten P> Qs o5 Q)

! Sz
¢T(p’ q_,lg ° 0.0 g q'k—1 abj qk+1 o2 0 q_n)é.m(M ) >

==> ¢ _(p, Qs oos Qg Cs Qoo oo qn)eﬁﬁlM)

J

daar immers de geldigheid van atomaire formyles alleen van de beelden

onder ¢ der constanten afhangt. Inductief bewijzen we gemakkelijk

KeAM') en voor alle i <nenj <m 9. (bi a: a, )é?gﬂM') d.w.z.
. ‘ i J Py

M' 1s een model wvan H'.

Volgens stelling (2.8.1) heeft dus ook HB een model.

Opmerking: Hoewel dus bij alle eindige deelverzamelingen van HB het
bijbehorende model op triviale wijze ontstaat, en telkens ¢(ab) = ¢(c)
voor een reeds aanwezig element ¢ van BT2 behoeft dit bij het model
van HB niet het geval te zijn. Bij elke €indige deelverzameling H'
vinden we immers een element c(H') zodat in het als ultraproduct
ontstane totaalmodel ay is te interpreteren als de aeq klasse van de

functie £ met f£(H') = ¢(c(H')).

Conclusie: Elke volle-normale structuur M heeft een vergroting M*

(die noch vol, noch normaal behoeft te zijn) en waarvoor geldt:

B, QB-: en ‘X))
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dus M is een uitbreiding van M waarvoor alle toelaatbare A-zinnen
geldig blijven.

M#Eis een: echte uitbreiding en is niet vol als BO oneindig is (bewijs
m.b.v. het voorbeeld van Tarslki).

We kunnen ‘de situatie door het volgende schems voorstellen:

A A"
/\T . T
¢ 1-1 e 1
op ¢*— BT = VoccT(K)
B B
T T

Voce (k) CVocc-T(H) c.VoccT (K*)

Waarbij K = M), H = H, (K), K =u").
0 o
BI en K hebben betrekking op het-met M corresponderende volle systeem

in termen waarvan wij de gehele situatie bestuderen, b.v. onderscheid

maken tussen inwendige en uitwendige relaties.

We noemen de relaties uit ﬁ*EBT] standaard relaties.

Is b een standaard relatie, dan geldt:

<¢(b1): sewy ¢(bn)>é¢(b) ==> <¢ (b1)9 ceey ¢ (bn)>e¢ (b)°

Het omgekeerde behoeft-niet het geval te zijn.

De standaard verzameling N in het voorbeeld van Tarski bevat b.v. ook

het niet-standaard element aangeduid door a.

Opmerking: De machtigheid van de vergroting behoeft niet hoger te
zijn dan die van.de oorspronkelijke structuur.
We zullen veronderstellen dat de structuren {AT} en {A:} in dezelfde

verzamelingstheoretische zin vol zijn.
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SprekKer: P, van Emde Boas

Voorbeelden van vergrotingen:

1a

20

Neem voor A de gebruikelijke verz.der Natuurlijke getallen N met
hierbij de volgende uitverkoren relaties: e de identiteit, s de
optelling, p- de vermenigvuldiging en g de ordening (e, q zijn van
type (0,0), s en p van type (0,0,0). Bekijk de volledige eerste orde
structuur op A, dus M = {BT} met By = A, B(Q,O,O»,«.-,O) = A<0’0909“”O)
en B = ¢ voor v # (0, 0, ..., O).

K is de verzameling van alle toelaatbare geldige zinnen op M. q is een
samenlopende relatie aangezien er bij ieder eindig stel natuurlijke

getallen een grotere bestaat.

Neem B = {q}'dan is de B-vergroting van M een voorbeeld van een

elementair niet standaard model van de rekenkunde.

Neem voor A.de gebruikelijke verzameling der re&le getallen IR en
definiéer e, ¢, s en p als boven. De structuur M zij analoog gede-

fini&erd en K evenzo. De relatie q 1s opnieuw samenlopend.

“Neem B = {q}vdanfis'de B=vergroting van M een wvoorbeeld van een

elementair»niet'standaard model van de Analyse.

Zij A, p, q, e,.s gedefiniderd als in 1.

Zij M = {Br} waarbi] BT = AT voor ieder type t. M is dus de volle
normale structuur op I,

K is de verzameling van alle zinnen die in M gelden (geformuleerd
in termen van constanten, eerste of hogere orde relaties).

Neem weer B:'= {q}o De B-vergroting van M is een woorbeeld van een

hogere orde niet standaard model wvan de Rekenkunde.

Zij A, p, g, e, s gedefinilerd als in 2.

M is weer de volle normale ‘structuur op A. K is weer de collectie
van alle geldige zinnen van M. B = {q}»-Dan‘is de B-vergroting

van M een voorbeeld van een hogere orde niet standaard model van de

Analyse.
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Gedrag van de identiteitsrelaties:

Laat A een willekeurige verzameling zijn en. M een- volledige (maar niet
noodzakelijk normale) structuur op A. M = IB } en ¢[§ ] = A voor
iedere T, Zij verder M*'= {B } een vergrotlng van M. Dan is bekend dat
M een deelstructuur M": bevat zodanig dat M' en M isomorf zijn. Dit wil
niet zeggen dat de verschillende elementen in M' en M op dezelfde
wijze gelnterpreteerd worden.

Een speciaal voorbeeld van.deze moeilijkheden vinden we bij de ver-
grootte identiteitsrelaties.

Als ¢(e) = E de 1dent1te1tsrelat1e van type (0, O) is op A en

ﬁ*(e) E dezelfde relatie is in de vergroting M dan is het best
mogelijk dat E niet de identiteitsrelatie is op A. Wel geldt in

*_- .
ieder geval dat E een equivalente relatie is. Immers de zin

(x) W) Wy ) V) W) W) W) (o o) (erxam)]a oo oy (esrsa) 2

= ¢<0,0)(e’z’y)] A [[¢(O,O)(e’u’v)A d)(0,0)(e’v’w)] 9¢(O,o>(e:usw)]]

geldt in M dus ook in i

Algemeen 2zi]j e, een element met ¢(e ) = E_ waarbij E_de identiteits-
relatie van type (1,1) is dan geldt dat E een equlvalentle relatie

op A* 18
De relaties E bezitten alle eigenschappen van de identiteiten E

die zich 1aten uitdrukken door zinnen uit K. De belangrijkste zijn

substitutie eigenschap

(P, x )(Vyay' ) e (Vyngyr'l) [[q;(T ,3(Epa%ex' ) A (e

t T, )(e ,yVy ') e

1 - 1]
IR LAY Ao (xoy s eensy JD0 (x'yls ey y1)].

Dit wil zeggen dat een relatie vervuld is dan en slechts dan als een

equivalente relatie door een equivalent n, tuppel is vervuld.
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extensionaliteits eigenschap

i
-©-
—~

(VX’X,)[[(Vyi)--c(Vyn)[¢T(x,y1g---,yn) =0 (x'y sy )]0
3¢(T,T)(eT’X’X' )]°

Dus relaties die dezelfde n-tuppels bevatten zijn eT—equivalent.

Indien e_ en el beiden de identiteit E_ aangeven dan ware het in
© < o o o o W * *
principe nog mogelijk dat in.een vergroting M.¢~(eT) en ¢ (e;)

verschillende relaties zijn. We zullen laten zien dat dit niet kan.
e
Immers in M en M. geldt de zin:

(Vygy' ) [‘b(T’T)'(eTa.VaY' ) 2 B’(T,T)(e%,’YsY) = ¢'(1',T)(e“'r’y’y‘ )]

dit is een gevolg -van de substitutie eigenschap.

Aangezien-¢( (e!,y,y) altijd. waar is volgt
T,T) T
1 1 1
(Vy,y,)[¢(T’T.)(eT,Y9Y ) o q)(T,T)(eT’y’y )]'
De symmetrie leert ons nu dat
(Vy,y')B’(T,T)(eT’y’y') = ¢(T,T)(e‘i”y’y')].

>, o
Dus ET en ET worden door precies: dezelfde paren elementen  van AT voldaan.,
P
&

Het is dus én.gn-dezelfde relatie die twee keer wordt aangegeven.

Samenvattend geldt dus ¢ (e_,x,y) dan en slechts dan als x en ¥y
(t,1)' "1 J

dezelfde relatie aangeven.

* * o < o ° * < - a a
De ¢ (eo) = EO is een equivalentie relatie op A . Uit A leid ik een
nieuwe verzameling individuen A' af door uit elke»Eg'equivalentie
klasse &én element te kiezen. Hierdoor wordt E = E; | A' een echte

identiteit.
. . o . . . . e .
Na' deze 1dentificatie moet ik aan ieder element uit de BT een nleuwe

interpretatie toekennen. Gezien het feit dat de E*Fequivalente elementen

0
zich als gelijken gedroegen bij ieder der relaties volgt dat deze wij-
ziging der interpretatie moeiteloos verloopt. Noem in de nieuwe structuur
M' = {B;} dan volgt dat {B%} een model is van de oorspronkelijke verzame-

ling zinnen 16
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Bovendien geldt-ook nog dat-.de.structuur.M': een vergroting is van M.
. ol
7Zij ¢(q) een samenlopende relatie op A. Dan is er een a, in B, met
. , C . . .
¢(0’0)(q,x,ab) voor ledere x in domein g. Als nu ¢O(e0,ab,a ) en

a'e B6 volgt dat

¢(0’O)(q,x,af)' voor iedere x in domein q.
Dus M' is een vergroting.
We. kunnen: de structuur.{B%}= M' normsal makenadoor'eI—equivalente
elementen uit*B; te -identificeren,
Hierdoor worden alle e, echte identiteits symbolen: en: verder geldt

¢(r) = ¢(r') alleen .als ¢ (e_,r,r') geldt. De symbolen r en r'
(T,1) 1

blijven als ze verschillend zijn niet beiden behouden.

Gevolg: Er zijn normale niet standaard al dan niet hogere orde

modellen voor de Analyse en'de rekenkunde.

Opm. Indien M= {B:} een normale structuur is dan mag ik gezien de

één eenduidige betekenis de elementen ven B_ rustig relaties noemen.

Inwendige en uitwendige relaties:

laat M de normale volledige structuur van: een verzameling individuen
A zijn en laat M een normale B—vergrotingrzijn*yan M waarbij B = PO.
We mogen veronderstellen dat M zit ingebed-in M+~ Bij deze inbedding

blijft de~ektensionaliteit bewaard aangezien de identiteiten door een

constante eT'worden aangegeven.

We kunnen naast de structuur M = {B?} de volle structuur {A:} over
A*Tbekijken. In het algemeen: zal het niet waar zijn dat A:'= B?l Voor

1 =0 1s dit wel juist.

. . ¥ . . .
De relaties uit BT:heten.anwendige relaties.

Indien een inwendige relatie ook al is bevat in BT dan spreek ik van een

standaard relatie. Deze wordt dus aangeduid door een constante uit een

van de zinnen uit(M).

. . »* € . . .
Een relatie uit AT‘\B?Aheet een uiltwendige relatie.
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Uitwendige relaties kunnen worden gebruikt om vermeende tegenstrijdig-
heden in de theorie aan te geven. Omgekeerd zal een ieder die als
buitenstaander- een onwaarheid in-het niet standaard model wil aanwijzen

hiervoor gebruik moeten meken.van een . uitwendige relatie.

Indien de:betrokken relatie een functie is spreek- ik op analoge wijze

over standaard, inwendige en.uitwendige functies.

Gegeneraliseerde-gekitte stelsels:

Stelling: ZijAM*Veen;normaleuPorvergroting~vanheen'volle normale
structuur M. Laat: B -een-gegeneraliseerd gekit stelsel van type ((1))
zijn uit M. D.w.z. B is een familie verzamelingen met als elementen
relaties van. het type 1 waarvan de eindige doorsneden niet leeg zijn.
Dan is er een inwendige relatie F van type 1 1in ™M zodanig dat

ca . ELE 56
F&€G voor iedere standasrd ¢ in B .

Bewijs: Duidelijk geldt d*ejfe.<==> G &€ B waarbi] G een standaard
° o o
verzameling is-en G en G door eenzelfde ‘constante g worden aangegeven.

Immers: bedde formules;zijnwequivalent met ¢(T)(b,g)°

Bekijk de relatie R van type ((t),7) aangegeven door r voldaan door het

paar (G,s) als s van type t is en bevat is in G die van type (t) is,

en bevat is in B.

Deze relatie R is samenlopend want iedere eindige doorsnede van G

is niet leeg. Er is dus een inwendige FéBT met (G*,F)&R* voor iedere stan-

> . 96 - >*
daard G 1in:het domein van R hetwelk juist B 1is.

Het voorkomen- van niet standaard inwendige elementen:

Stelling: Zij R een verzameling in M van type (7). Dan bevat R een

niet standaard inwendig element dan en slechts dan als R oneindig is.

Bewijs: a) Zij R = 0. Aangezien "= 0 volgt R* = 0, Dus in dit geval
bevat R geen niet standaard element.
Zij vervolgens R een eindige verzameling R = (S19 829 cooy Sn)

aangegeven door r s1 32 TN Sn'
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Dan geldt
yx[q)('r)(r’x):> E¢(I,I)(eI’ST’X)V(b(t,T’)(eT’SQ’X)V T V¢(T57)(er’sn’x)]j°

. > ;

Deze zin geldt ook. voor.R: . Ook'Rfibevat dus alleen de n elementen
L il

Sys Sps eees 8 en geen. niet . standaard elementen.

Laat nu R een oneindige.verzameling zijn. Dan-is de relatie F_ aangegeven
T

doorffT‘die.is gedefiniéerd door

i

‘b(l.’.t )(f_[ s X5y ) ["U‘I’(T,T)(er’an) A¢(‘I )(I‘,X) A¢(T)<I‘aY)]
een samenlcpende,relatieiFT.met domein R.

Er is dus een element.T in R met (X%;P)éi% voor ledere standaard

=, S . . . e
X 1n R . T is dus een.niet standaard element van R .

Hiermede is het bewijs voltooid.

Deelstructuren en vergrotingen:

A is een verzameling en M is de volle structuur op A.

7Zij A' een deelverzameling van A aangeduild door a'. Een deelstructuur
M' op A' van M laat zich als volgt definiéren:

De relaties van type (0, «.., O) zijn juist die relaties van het
corresponderende type waarbi] de elementen uit de domeinen van de
relatie alle bevat zijn in A'. Dit geeft de verzameling Azo, ee, 0
Verder zi] A% s A; gedefiniéerd en 1 = (11 se e tn) dan bestaat
A% Jjuist uit ;l die rélaties uit A{ die alleen voldaan zijn voor n
tuppels gekozen uit de respectievelijke Al .

We definiSren nu een normale structuur M' %ls volgt:
1 = fnti = Mmt] = at
M' = (B!} waarbij ¢LBT] Al

M' is opnieuw een volle structuur.

Zij M~ een vergroting van M. Dan geeft het element a‘eaB?b) een
verzameling A" aan.
Als boven kiezen we nu uit de (niet volle) structuur M~ alle relaties

die betrekking hebben op de deelverzameling A,
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Op deze wijze vinden we een structuur M = {B;*}. M'" is weer normaal
gedefiniéerd.

Nu zijn de ¢EB;*j alle inwendige verzamelingen die aangegeven worden
door dezelfde constanten die de ¢[§%] aangaven, Immers de definitie
van de B% en de B;*.is in zinnen uit te drukken en deze zinnen zijn

voor beide gevallen gelijkluidend.

Voorbeeld van zo'n zin: 1 = <T1,T2) en ¢(aé) = A;

(V)81 (arox) = (Vy,z)[&T(x,y,Z)o [‘”(r,])(31'1’3’)"4’(;2)(3‘%2’2)11-"
De aldus gevonden structuur Mﬁ*'is geconstrueerd door middel van de

vergroting M#Z'Er'blijkt ook rechtstreeks te gelden:
Stelling: M is een vergroting van M'.

Bewijs: Bekijk de verzameling X' van zinnen die toelaatbaar zijn en
gelden in M'. Dit zijn in het algemeen geen zinnen uit K =7 (M).
Wel is het mogelijk bij iledere zin in X' een equivalente zin in K
aan te wijzen:

construeer een afbeelding u: X' » K als volgt.

w(X) =X voor een astomaire formule X.

(X Y) = u(X)Vv u(Y) en analoog voor andere connectieven

@) 2] ='3(y)[¢(”(a; ,¥) AZ(y)] waarbij t het type van y is in
z(y)

(als y niet in Z(y) voorkomt kan ik nemen t = 0).

w(Y(y) [Z(y)]) = V(y)[cp(T )(aT' ,Y) o Z(y):[ T gedefiniderd als boven.

De familie zinnen p(K') is een familie toelaatbare geldende zinnen

in M dus zij gelden ook voor M

Hiernaast kan bewezen worden dat een toelaatbare zin X geldt in M

dan en slechts dan als u(X) geldt in M.

Voor deze bewijzen hoeft men alleen met volledige inductie de con-

structie van de zinnen te volgen. Vergelijk het overeenkomstig bewijs

bij de typetransformatie. We vinden dus dat K' geldt voor M' .
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Laat r' een relatvie R uit een A% aangeven die samenlopend is.

T o= (T1,’ ). Dan 1s R ook een samenlopende relatie uit Az' Bovendien

2
kan het felt dat aan R alleen is voldaan voor paren elementen uit AT
en AT door een zin X worden ultgedrukt. !
In dezvergroting is een element S met R(Ri,S) voor iedere R, uit A;

waarvoor aan R(Rj,Rg) voor een R,eA' 1s voldaan. De geldigheid van

2
. . - , .. >
de zin X 1in M leert ons dat deze S g€kozen kan worden uit A; .
Hieruit volgt het bestaan van een S éi%*"met ¢T(r’,r1,s) geld% voor

iedere r  uit het oorspronkelijke domein van r'.

-

M' 1is dus inderdaad een vergroting van M'.

Uit deze stelling kunnen we afleiden dat een vergroting van de Reéle

getallen vanzelf een vergroting van de natuurlijke getallen induceerd.

De conceptie deelstructuur laat zich in dit bewijs ook nog als volgt
generaliseren:

In plaats van A'! als deelverzameling van A te kiezen mogen we ook

A(')c_AT verondergtellen. Dit heeft tot gevogg dat een element in de
beide structuren een verschillend type krijgt.

Analoog aan het geval Aé‘:Ao defini&ren we M' als de volle normale
structuur op Ab. Teder element uit M' = {B;} komt ook voor in
M= {BT} met een type dat als volgt wordt verhoogd:

type 0 - type 1

. ] 1 ¥ 1
als type Ty 7 Ty sees T 7 T dan gaat type (r1 cus Tn) - (T1, sosy rn).

A aé de constante die Aé aangeeft en M een vergroting van M.

Een structuur M'*'wordt nu gevonden door uitgaande van de verzameling
Aé*!al die relatie constanten uit M te kiezen die betrekking hebben
e P °

op Aé volgens het reeds eerder toegepaste procédé,ermee rekening

houdend dat het type dient te worden aangepast.

De uitspraak dat M een vergroting 1s van M' geldt ook voor dit al-
gemene geval.,
Bij het geheel analoog verlopende bewijs dient alleen rekening gehouden

te worden met het veranderende type der objecten.

Op deze wijze vindt men in een vergroting van de Re&le getallen ook een
vergroting voor de ruimte van de op [é,bj Riemann~-integreerbare functies,

etcb



Colloguium "Onderwerpen uit de Modeltheorie

Spreker: Albert Verbeek.
Niet-standaard Rekenkunde en Niet-standaard Analyse

Iaten N en R*'hogere orde niet-standaard modellen der natuurlijke
en reéle getallen, N en R, zijn, zoals in vb. 3 en 4 op blz. 23. We
veronderstellen dat N en R normsal zijn, zodat, als ¢(eT) de iden-
titeits~relatie van type t in R of N is, ¢*YeT) ook de identiteits-
relatie van type 1. in R*; resp. N is (zie blz. 24y,

Verder nemen. we aan dat NQN*, RQ,R* en ook dat N*C,R*. Immers N&R,
en volgens de stelling op blz. 29 is er dan een vergroting»N*'van N
met N*k:R*: Deze vergroting is niet-standaard: in R dus ook in R

geldt:

() Ty ) (24 oy (<x.3) A2y (v3¥)

waarbij ®(O’O)(<,x,y) geinterpreteerd wordt als ¥(x) < y¥(y) en ®<O)(v,y)
als: y is een natuurlijk getal, d.w.z. in R: y(y) is een constante uit
N; in R w*Yy) is een constante uit N . We weten dat R*-oneindige
getallen bevat, dus moet N ook oneindige getallen bevatten, dus is
N niet-standaard.
Hoewel R, R*; N, N etc. eigenlijk niet de verzamelingen der reédle
getallen, etc., zijn, zullen we toch soms ne&N, reR*\R schrijven,
en dan bedoelen: n is een standaard natuurlijk getal, r is een niet-
standaard reéel getal, etc.
De tot nu toe bewezen modeltheorie kan aldus samengevat worden:
1) elk wiskundig begrip dat betekenis heeft in het systeem N,
heeft ook betekenis in het systeem N*}
2) elke wiskundige uitsprask die geldt in N geldt ook in N*,
mits we relaties (dus ook functies, verzamelingen, e.d.) in
die uitsprask in N, in N*-interpreteren als inwendige relaties
(van hetzelfde type).
Denk b.v. aan het inductieaxioma; dan blijkt dat de verzameling

o o °© o * o o
N geen inwendige verzameling in N kan zijn.
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3) Het systeem inwendige relaties heeft de volgende eigenschappen:
als S een inwendige n-plaatsige relatie is en (81, vy Sn)éES,

dan zijn Sj, ese €N Sn inwendig.

L) gaeN%vnéN a > n.

Dezelfde eigenschappen 1) - U4) gelden als we overal voor N: R en voor
N*} R*.lezen°

Voor uitspraken in het systeem N of N (R*'of R) bedienen we ons in
principe van de hogere orde taal A (blz. 14 def. 3). Vaak is het

echter voldoende te vermelden dat een uitspraak in de taal A te for-
muleren is. Daarom, en om de formules makkelijker leesbaar te maken
zullen we vaak een semiformele notatie gebruiken, 26 dat daaruit direct
blijkt dat een formulering in A ook mogelijk is.

Als e 4> S b.v. de identiteitsrelatie van orde t: = s <s Tesp. +

voorstellen schrijven we 1.p.v.:

[é(o,o)(eo, a, b)] : a=b of a=b
[@(O,O,O)(S’a’b’c)] c=a+b

en als a een functie f en v de functie II is, 1.p.v.:
[:Q(O,O)(a,b,c)/\<I><O,O)(\»,c,d')] : o d= |r(o)].

We moeten wel opletten, dat de formules als steeds gelaagd veronder-

steld zijn, dus als we schrijven:

(Va)(V) [a = == © =]

bedoelen we

(Va)(v’b) B’(O’O)(eoaasb) ==> (I)(O’O)(eoabsa)]'

In bewijzen van stellingen zullen we vaak gebruik maken van het vol-

gende lemma:

Lemma 1. Als Xéjﬁﬂﬁ) en X is toelaatbaar in M (d.w.z. in X komen geen
niet-standeard constanten of relaties voor), dan is X waar in M*'dan

en slechts dan als X waar is in M.
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Bewijs. "dan" is zonder meer duidelijk.
"slechts dan": Stel dat het niet zo is dat X waar is in M,
dus X €K(M), dus EIX] (M), dus EX]é%(M*), dus X é'x(M*). Tegenspraak.

We spreken af dat we alle individuen van N*, R natuurlijke resp. reéle
getallen noemen. De individuen van R en N heten eindig of standaard, en
die van R \R en N \ N heten niet-standaard. Elementen die groter zijn
dan alle standaard elementen heten oneindig. We zullen later zien dat
alle individuen van N*\N, en sommige van R \R oneindig zijn.
We gaan nu eerst enkele eigenschappen van N bekijken;

1) N en N*\N zijn uitwendige verzamelingen in N

Bewljs: In N geldt:

(Vx)(V2)((85y(x)A1exAlyex ==> y+ 1ex)) == zex).
Stel nu dat N een inwendige relatie, en a een oneindig getal in N is,
dan geldt in N qus:

e(m(N)/weN AlyelN ==> (y + 1)&N)

en (eO(N) ATENA(y €N ==> (y + 1)e&N)) ==> (ael)
dus a &N. Tegenspraak.
In N geldt bovendien:
(V) (A7) (Va)((704(x,2)) = (90y(y,2)))
dus in N en ook in N geldt: het complement van een inwendige (uitwen-

dige) verzameling is een inwendige (uitwendige) verzemeling. Dus ook

I\T*\ N is uitwendig.

2) Voor alle neN geldt: n is kleiner dan alle andere getallen
(in N%), behalve 1, 2, ..., n-1. Dus alle elementen van N \N zijn

oneindig.

Opmerking. Deze zin kan niet zo in een zin van de taal A bij N gefor-

muleerd worden daar N geen inwendige verzameling in N is.
Bewijs: In N, dus in N geldt voor ieder natuurlijk getal n:

(Vx)(x =0Vx =1V...vx = nVx > n).
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3) FEr is geen kleinste oneindig getal in N.

Bewijs: (Va)(ab)(a #0) ==> (a=b+ 1)A(b < a) geldt in N dus
in N*, dus in het bijzonder geldt voor elk oneindig getal a:

(Av)(a =b + 1) A(b < &a)).
k) Het ordetype o van N* is van de vorm
o= w + (w* + w)b
waarbij 6 een dicht ordetype zonder eerste of laatste element is.

.o e e .
Bewijs: In N definiéren we de volgende relatie ": a ~ b als ]a - b]
eindig is.

Het is duidelijk dat dit een equivalentierelatie is. De relatie is

uitwendig aangezien, omdat N een volle structuur is,

(Vx) (33T 2) (2 oy (x,0,2) = ¢4 (5,2))

in N, en dus in N geldt. Is x dus een in N en N gedefinigerde en
inwendige equivalentierelatie, dan zijn de equivalentieklassen dus
ook inwendige verzamelingen. We weten dat de equivalentieklasse van -
t.0:ve O N 1s, dus uitwendig in N*, zodat - geen inwendige relatie

kan zijn.

Als a een oneindig natuurlijk getal is, is de equivalentieklasse Da
van a t.0.v. . de verzameling {.,., a-2, a-1, a, a+1, a+2, .o.}.

Nu geldt voor alle nel, xé,Da:

n < Xe.

En er geldt: vb'éD ,Vbe,D
gemakkelijk is in te zien.

D @D, = OAa' <a ==> Db' < b, zoals

Dus is o = w +* (w*i- w)6e
We gaan nu 6 nader bepalen:

In N dus in § geldt:
(Va)(2 | ave | a+1).

Als D_, D twee verschillende equivalentieklassen zijn en a € N, D& N,

b )
mogen we a en b dus even onderstellen, d.w.z. (Fa',b'e N*) (a =2a' A

Ab = 2b').



35

Het is duidelijk dat a'¢-N, b' &N, en a-a' & N. Dus D,y <D, <D,
(d.w.2z. voor alle x€D_,, yeD, z&D, x <y < z). Dus 6 heeft geen
eerste of laatste element.

Ook geldt: a < bva = bva > b, Onderstel a < b. Dan is

a' +a' =a <a' +b" <b=>b"+ D', en eveneens a' + b' - a €N,

b -a' +b' &N, dus:

D <D

a a'+b! < Db'

Dus 6 is ordetype van een overal dichte verzameling.
. o
5) p noemen we priem in N als

(Va)(Va')((aa' =p) ==> (a =1Vqg=p)).

o o o o - o * o o o
Het is duidelijk dat priemgetallen in N ook in N priem zijn: we
beschouwen de uitbreiding p* in N van de 1 plaatsige relatie P
der priemgetallen in N. De (uitgebreide) verzameling priemgetallen

is dan ook inwendig. Hij bevat ook niet-standaard getallen:
(Vn)(3p)(p€PARn < p) geldt in W, dus
(Vn)(Jp)(peP An < p) geldt in N .

Elk natuurlijk getal is, afgezien van de volgorde op 1 manier te

schrijven als product van eindig veel priemgetallen.

Deze zin is in A (met interpretatie in N) te beschrijven, en geldt

L, . s
dus ook in N , mits we "eindig veel' vervangen door het zwakkere:
1

"een aantal neN . Dat we "eindig" niet kunnen handhaven blijkt aldus:
Zij P = {p‘l’ Poo .,.} Rear grootte geordend dan heeft de rij (= relatie
van type (0,0)) @ = { I pi}i een voortzetting @ = {rn} in N'. Dus

k=1 i
voor alle eindige 1i: r, = il p; ¢ In N geldt:

k=1
(Yn)(¥m)(m < n

2
= (p, | r AP mYr)),

dus dit geldt ook in N*, en voor n éN*\N is r dan deelbaar door

alle eindige priemgetallen.
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Veel van wat voor N gezegd 1s kan ook op R toegepast worden, terwijl
we al onderstelden dat N R . (Alle inwendige verzamelingen en relaties
in N© zijn dus ook inwendig in R*). Over de structuur van de (vergrote)
verzameling der reéle getallen valt o.a. het volgende op te merken:

R is een geordend lichaam, daar R dit is;

R" is niet-archimedisch:

(Ve)(V1)(An)e(neN al(k > 041 > 0) ==> (nk -1 >0))),

geldt wel in R, en dus met N i.,p.v. N ook in R*, maar daar hoeft n

niet eindig te zijn: voor elk eindig getal n en een willekeurig
oneindig getal a in R geldt immers (n°1 - a < 0).

Eerst geven we nu enkele definities:

-g als a < 0

In R definidren we: la| [= a als a >0

dan is deze functie de uitbreiding van de absolute waarde in R, dus
inwendig.

a &R heet eindig als er een né&R is met la| < n, neN.

aeR* heet oneindig als a niet eindig is.

aéR* heet infinitesimaal of oneindig klein als voor elk positief

standaard getal ¢ |a| < £

Als a=b infinitesimaal is zeggen we: a en b zijn bijna gelijk, en we

schrijven a = b,

We merken op:
Eod
a) De eindige getallen vormen een ring M, in R.
b) a is oneindig = am1 is infinitesimaal (dus M0 is geen lichaam).
¢) De infinitesimale getallen vormen een ring M1 in R*; M‘i is een ideaal
in My, en MO/M‘I -~ Rs

Bewijs van c:

Laat AéMO/M_i (dus ACR ). AAR bevat dan hoogstens &én element: als
T, &M
Ir,i - r2| < g, dus T, =TIy
A AR bevat minstens (dus precies) &&n element.

r,,r,&AAR dan: |r1 - dus voor alle € > 0, e &Ry

19

A is niet leeg, zij a&A, beschouw d = inf Dy, D = {x | x &R, x > a},
(3 &R) (daar a eindig is, is er een m&R met a < la] < m, dus D is

niet leeg).
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Als d&€D, dan is d > a en voor elke e€R, € > 0: d - € <a
AeWeZo Id - al < € voor elke standaard € > O
d.wez. (4 - a)éM1, dus d& A.
Als 4 €D dan geldt: d < a, en voor elke e&€R, ¢ > 0 geldt nu d + € > a,

dus Ja - d| < € dus (a - d)é-M,i, dus d€A.

Voor elk eindig getal a in R noemen we het unieke re&le getal b dat

bijna gelijk is aan a, het standaard deel van a. Notatie: b = Oa.

We vonden dus a = Oa = inf{xé.R | x ia} (anR).

Voor elk getal a in R noemen we {x | x = a} de monade van a. Notatie:
u(a).
Anders gezegd: u(a) is de equivalentieklasse van a in R modulo M1, en

MO/M‘! bestaat ult alle monaden dle tot MO behoren.

We gaan nu eerst van enige verzamelingen aantonen dat ze uitwendig zijn:

1) R is een ultwendige verzameling in R .

Bewijs: Als A en B inwendige verzamelingen zijn in een structuur, dan is
ANB = {x ] XEANX eB} ook inwendig. N is inwendig in RT en N is niet
inwendig in R (vewijs identiek met het bewijs in I\T*), en N = RI\N%,

dus R is niet inwendig in R .

2) My is een uitwendige verzameling.

Bewijs: N = M, AN, zie verder 1).

3) Voor alle a&R is u(a) een uitwendige verzameling.

Bewijs: Stel voor zekere a is u(a) inwendig. Dan is ook u(0) =

b |b=c-aAcen(a)} invendig, en dus is ook {x | x_1eu(0)} =

R \R inwendig, dan zou echter R inwendig zijn. Tegenspraak.

Convergentie

Laat {sn}n ey &P rij zijn in R, d.w.z. een functie van N naar R.

R e =
: een functie van N naar R ;

o i '
Dan wordt {sn} in R voortgezet als {Sn}néN'

immers {sn} voldoet aan:
(Vx)((xem = ((Ay)(e g o (s,%,3))) A
/\(VX)(VY)(32)((@(0’0)(S,Xsy) /\<I>(O,0)(s,x,2)) = (y = z))
(waa;rbij Q(O 0)(s,x,y) 'betekent' dat s = y)e
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Voor elk eindig natuurlijk getal n is nu

@(O,O)(s,n,sn)éqf(R) dus é?{(R%)

o * o
.dus s_ = s! in R . Derhalve kunnen we {s'} » zonder verwarring aan-
n n ' ne€N

1
n
T ) . . o I
geven als lsn}néN*’ of zelfs als {sn} (in R"). Mu is dus lsn}néN de

&N
Stelling 1. De rij {sn}

restrictie van {Sn}n »* tot R.

o in R is begrensd, dan en slechts dan als de

. > o o . o
elementen van {Sn}né.N* in R alle eindig zign.
Bewijs: i) slechts dan:

Er is een natuurlijk getal m zodat:

(Vn&N)(lsnl < m) geldt in R, dus
(Vné:N*)(]snI < m) geldt in R*, g.e.d.

(Het is misschien goed op te merken dat deze zinnen in formele notatie

geschreven kunnen worden als:

(Fx)(Fy) (V) (o, oy (sxy) A o (abs.sy,z)) == (00 o1(<,2,m))).)

ij) dan:

Voor elk positief oneindig getal r in R geldt:
(Vn)(|s | <)
dus (Am)(¥n)( Isn[ < m) geldt in R en dus volgens lemma 1 in R. g.e.d.

Stelling 2. Voor elke rij {sn} in R geldt:
{sn} heeft in R de limiet s, d.e.s.d. als in R~ voor alle oneindige n

S = 8,
n

Bewijs: slechts dan:

Voor elke ¢ €R, € > 0 is er een veN 2z8 dat (¥Vn)(n > v ==> |sn—S[ < g)
in R, dus in R geldt.

In R geldt dus voor elk oneindig getal n&I\fx—, n > v dus |sn -s| <,

voor elke ¢&R, € > 0. Dat is voor vaste n juist de definitie van s, * s.

dan:

In R geldt voor elke ¢ &R, € > O:

(an)(Vm)(m > n ==> lsm-sl <€)
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Kies namelijk n willekeurig oneindig. Volgens lemma 1 geldt deze zin

ook in R, hetgeen juist de definitie is van 1lim s, = s.
n—)oo

We hebben, als lim s, =8, in 'x('R*) behalve s, * s voor oneindige n,

natuurlijk ook nog de zin:
(Ve)(AneN ) (VneN)((e > 0Am > n) == ]sn-s] <€),

daar de analoge zin in R geldt. Dit is de definitie van 1lim s, =8 in R .

ErS
In R geldt dus:

Stelling 3. De standaard rij {sn} heeft limiet s <+ = s, voor alle on-

eindige n.

Met behulp van stelling 2 zijn enkele standaardstellingen (d.w.z. stel=-
lingen uit R) direct in te zien; bijvoorbeeld: 1lim sh = gAlim tn =t ==>

==> g - snéM1At - t, €M, voor n oneindig ==> (s = sn) + (t - tn)éM,]

1
voor n oneindig ==> Iim (sn + tn) =g + t, ete,

Stelling 4. Als {sn} in R een oneindige rij is, dan is de verzameling

o s . . 0 o
limietpunten van {Sn}ne.N in R de verzameling s' = { sn|n &N \N,
s, eindig}.

Bewijs: ==> :Als s limietpunt van {sn} in R is, dan is

(Vx)(Vy)((x > 0) == ((12)((z > ¥) A(|SZ—S| < x)))) waar in R,
dus in R*, dus als a een infinitesimaal positief getal is, en n een
oneindig natuurlijk getal, is er een (oneindig) natuurlijk getal m,
z6 dat m > n en Sy~ s} <adWez, 5 = Osm, en daar Isml < |s| + 1

is s, 00k eindig. Dus s&s'.

<== : Zij n een oneindig, natuurlijk getal, s, eindig, dan

is |an - sn] infinitesimaal. Zij ¢ &R, € » 0 en v &N, dan is dus
(Ax)(x > v /\Iosn - le < ¢) waar in R,

dus in R volgens lemma 1 (in osn komt n namelijk niet voor: Osn is een
vast getal €R). Daar dit voor elke ¢ &R, ¢ > 0 en v &N geldt is Osn

dus een limietpunt van { in R.

sn}nél\T
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Voor een begrensde rij {sn} in R geldt nu volgens stelling 1 dat voor

n€N
elke n&N \ N s, eindig is, dus S, bestaat, zodat s' niet leeg is. Dit

bewijst de standaard stelling:
Gevolg. In R heeft elke begrensde oneindige rij een limietpunt.

Geheel analoog aan de zojulst ingevoerde uitbreiding van rijen, kunnen

we ook dubbelrijen 's_ } > in R beschouwen. Een dubbelrij is dan

Unmon,méN

;o o 3 4 * * o o o
een (inwendige) functie: N xN =+ R , Als {tnm}n, EN* de ultbreiding

o * a @ o < e o
in R 1s van de dubbelrij {Snm} in R, schrijven we weer

n,m&N °
{s_} = {t 1 %, In R (of R') heet s de limiet van de dubbel-
nm-n ,méN nm-n ,mé&N :
rij {snm}(notatie: lim Son = s), als (Ve)(aveN)((e >0An > VAm > v)
n-»o
m—re
- s| < €)). Geheel analoog aan het bewijs van stelling 2 verloopt

P4

([s,
het bewijs van:
Stelling 5. Als {Snm} een dubbelrij in R is, dan heeft {Snm} de limiet s,
dan en slechts dan als voor alle oneindige m en n S, =8 (in R*v.
Dat de Cauchyvoorwasarde (lim (sn - sm) = 0) voor de convergentie van een

m>0

ri] {sn} equivalent is me%+8e uitspraak: {sn} convergeert, is in een zin
in A uit te drukken, dus geldt ook in R, Gecombineerd met stelling 5
geeft dit direct:

Stelling 6. Een (inwendige) rij {sn} convergeert dan en slechts dan als

in R voor alle oneindige m en n geldt dat 8, % 8-

Opmerking: Dit geldt dus zowel voor een rij {s in R, als voor een

n}n&\T

standaard rij {s_} _ > in R .
n nelN

Stelling T. Als {sn} een inwendige rij in R is, en er is een re&el getal

mé:R*, zodat voor alle n &N |snl < m, dan is er een getal vel \N zodat

Ev
voor alle n&N n < vy ==> |sn| < m.

Bewijs: (Vs)(Vx)J y)(\/z)(@(o)(y,z) = (ISZI > x))

is een zin die geldt in R, dus ook

a=1fnl ls,| >n



b

e o
is een inwendige verzameling in R . Als deelverzameling van N heeft
deze verzameling een kleinste element, daar N de analoge eigenschap
heeft, die in A uit te drukken is. Dit kleinste element kan dienen als

r uit het te bewijzen.

% o ° o o o * o o
Stelling 8. Laat {snj een inwendige rij in R zijn, 28 dat voor zekere
R e i o 2
m&ER en alle nelN \N Isnl < m. Dan 1s er een getal r N, z0 dat

=N
|sn| <m voor allen > r, n&l .

Bewijs: Als boven is A = In | [snl < m} inwendig in R*, dus bezit een
kleinste element r. A DN \ N, N*\ N heeft geen kleinste element, dus
r &N, Het te bewljzen volgt nu gemakkelijk.

Stelling 9. Als {sn} een inwendige rij in R is, 28 dat voor alle n&N

o o aad
s, =0, dan is er een r&N \N z6 dat voor allen < r, n&N s, * 0.

Bewijs: Met {s_} is ook {t_} = {n « s | een inwendige rij met voor alle
n n n

né&lN tn = 0, dus ]tn] < 1, Volgens stelling 7 is er nu een rel \N z8,

Bl=

dat voor alle n < r, nél\T* itni <1 deWaZoe sn < s deWo.2Z. 00k voOOT

néN*\N, n < r geldt: 5, * 0.
Precies zo hebben we als gevolg van stelling.8:

o H . o o o o el . o
Stelling 10. Laat {sn}een inwendige rij in R 2zijn, zo, dat s, eindig
o ] o © N *
1s voor oneindige n. Dan is er een getal r&N zo, dat n > r, n&N ==>

==> s is eindig.

s
Bewijs: Met {snj is ook {‘tn} = {EE} een inwendige rij met voor alle
n&l \N t =0, dus ;tnl < 1. Volgens nu stelling 8 is er een r &N zo,

dat n > r, n &N ==> |tn| < 1 dus ]snl < n, hetgeen te bewijzen was.






Colloguium "Onderwerpen uit de Modeltheorie"

Spreker: W. van den Camp

Continulteit, differentiBren

Neem f(x), gedefiniderd op (a,b), a, b standaard, f neemt op het
differentie-interval waarden in R aan. f wordt in R bepaald door een
binaire relatie, en de bijbehorende binaire relatie in R*-bepaalt een
functie, die de uitbreiding van f is, en we schrijven ook daarvoor
f(x), xe R*, x¢(a,b).
Stelling 11. 1im f(x) = ¢ dan en dan alleen als Voor alle x = b geldt:
x1b '
f(x) = c.

Bewijs: "-":
bij elke positieve standaard € bestaat er een positieve standaard h,

zodat wvoor alle x€ R*
a<x<b en [x-Db|l<h == |f(x)-c| <ce.

b, dan is |x - b| infinitesimal, dus |f(x) - c¢| < € voor elke

n

Is nu x
stand.€ > 0 zodat f(x) = c.

n_mn,
:

<
Kies h > 0, h = 0, dan geldt voor alle ¢ > 0, € standaard:

(b/x)(lx -bl <h a<x<b == |f(x)-c| <e)ink,
of: (Ay)ly >0 (Vx)(|]x=-Db] <y a<x<b == |f(x)-c| <e)),

deze zin is volgens lemma 1 (blz. 32) ook waar in R.

Dus lim f(x) = c.

x4b
We kunnen analoge stellingen formuleren voor lim f£(x) = ¢ en lim f(x) = ¢
(a <d<b). x{a x>d

Stelling 12. f(x) is continu in standaardpunt Xps & < Xg < b dan en dan
alleen als voor x = Xy geldt: f(x) = f(xo).
De nodige en voldoende voorwaarde is equivalent met:

"f beeldt de monade van xy af in de monade van f(xo)"

®
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Stelling 13 (Standaard). Als f(x) continu in [a,b] en f(a) < 0 < £(b)

dan is er een ¢ met f(c) = 0 (cc (a,b)).

o 0 * 3 L3
Bewijs: Neem we N N\ N, dan is {xo, vees xw} met X5 = a + (j/ w)(b - a)
een inwendige rij in R,

P=1{j; f(xj) > 0}. P is niet leeg (we P), inwendig, en bezit een

kleinste element, zeg p. Nu is x_ - x 1= (1/w)(b - a), dus infinite-
. 0 0 pp-
simaal. Dan geldt xp = xp_1 = e,
Nu geldt volgens stelling 12: O j_f(xp) * fe) = f(xp_1) <0
;\’V“\——-_.«-/ R
S s VA R A
fe) >0 - f(e) <0 (f(c) R)
e e e D
fle) =0

Een standeardfunctie f(x) heet begrensd, (f(x) gedefini&erd op (a,b),

a, b standaard) in xoe.(a,b), als voor zekere standsard h > O, m > O:

(V/x)([x - x0| <h == |f(x)]| <m).

Stelling 14. £(x) is begrensd in %, dan en slechts dan als f(x) eindig

° o hd *
18 1n de monade wvan xo in R .

Bewijs: "+": er is een standaard y en z zodat
(V/x)(y >0 z>0 |x- xol <y == |f(x)] < z)
.. S R
waar 1s 1n R, dus 1n R , zodat in R :

x = x, == |£(x)] < z.

TORL . o a8 . o e
«": £(x) is eindig in de monade X, R .

o 3 ° o o *‘
Kies h =~ 0 enm > O, oneindig. Dan is in R : (V/x)(lx - xO[ <h ==

1]

= |f(x)| < m) waar. De zin (3 y)(ziz)(h/x)[lx - xol <y ==
=> |f(x)| < z] geldt dan in R dus ook in R.

Stelling 15. f(x) is continu in x, ==> £(x) begrensd in x. (f(x), x

0 0 0

als tevoren).

Bewijs: Er geldt: (b/x)(x * Xy == f(x) = f(xo)) vanwege de continuiteit.

%, is standaard, dus f(xo) standaard, dus eindig, en voor x =~ x. geldt dan:

0 0

f(x) is begrensd.
Neem f gedefini&erd op [a,b], &, b standaard, x,€ (a,b), X, standaard.
k(x) = (£(x) - f(xo))/(x - xo) is in R en R*-gedefiniéerd voor alle x (a,b)

Waarvoor X # X
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Stelling 16. Het standaardgetal c¢ is de afgeleide van f(x) in x4 dan

en alleen dan als k(x) = ¢ voor alle x # Xy met x ¥ xq.

Stelling 17. Is f(x) differentiéerbaar in x, in R, dan is f(x) continu

0
in Xy
Bewijs. (V/x)(x # Xy X ® X, ==> f(x) - f(xo) g s (x - xo)) waar

c = f'(xo).

R

Dan geldt: voor x = X, (x # xo) is f(x) - f(xo) 0.

"Differentierbaar in x.€ (a,b)" is eenvoudig uit te breiden tot "diffe-

, 0
renti€erbaar in (a,p)", en de gewone regels zijn m.b.v. stellingen 1k,

15, 17 eenvoudig af te leiden.

‘Definitie. f(x) heeft maximum in %, (in R) als er een standaard h > 0
is zodat
(\/x)(lx - xol <h == £(x) j_f(xo)).

Stelling 18. f(x) bezit een maximum in X, dan en alleen dan als
£(x) j_f(xo) voor alle x = x.
Stelling 19. Heeft f(x) een maximum in het standaardpunt Xy en is

f(x) daar differentiéerbaar (xO is inwendig punt van het definitie-

intervel), dan is f'(x.) = O.

o)
Stelling 20. Is f(x) standaard, gedefini&erd en continu in [a,b], dan
is er een standaard getal c¢ [a,b] zodat f(c) > £(x) als x¢€ [a,b].

Bewijs. In R geldt: iedere rij {ro, sess rn} bevat een element sy zodat
r; 2T (0<Jj<n).

7Zij w in ¥ N en ay = a + (j/w)(b - a), dan geldt voor de rij

{f(ao), vees f(aw)}: er iseen jE N, < w zodat f(aj) z_f(ai) voor i < w,

ete. (Zie het bewijs van stelling 13.)

Stelling 21 (Rolle) (Standaard). Is f(x) gedefini&erd en continu op
[g,B] en differentiderbaar in (a,b), en f(a) = £f(b), dan is er een c,
ce (a,b) zodat f'(ec) = O.

Stelling 22 (Middelwaardestelling). Is f(x) gedefini&erd, continu op

[é,bl en differentiéerbaar in (a,b) (a # b), dan is er een c€ (a,b)

met gilﬁéf}igigl

Deze stellingen, evenals de uitgebreide middelwaardestelling, zijn een-

= £'(c).

voudig te bewijzen.
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Integreren

Is f(x) een standaardfunctie, continu in a < x < b, a en b standaard,

a < b,

Een fijne verdeling van (a,b) is een rij {xo, X saey xw}, we&N*-met:

n]’
1 <] == Xs < xj, Xg =8, X = b en X; = X, = 0,

Er zijn inwendige verdelingen, bv. die uit het bewijs van stelling 20.
Zij m = {XO""" xw} een inwendige verdeling, & = {51, saesy Ew} een

inwendige rij, zodat Xj < &, < X voor J = 0, 1y eesy w=1, dan

J+1 — T 3+1
definiéren we:

W
s(r,g) = ] £(g)(xs = %, ).

j=1 I

We kunnen nu een beroep doen op de standaard-theorie over integratie,
ofwel bewijzen, dat Os(h,g) bestaat en dat de keuze van w niet ter zake
doet, mits we N~ N.

In het eerste geval: .

Stelling 23. Voor iedere inwendige verdeling en voor iedere & als

genoemd geldt:

b 0
J f(x)dx = “8(m,&).
a

Bewijs. In R geldt:

(Ve > 03T e > 0)(Vx )5 [(V5 < m)(x,

an%x =bA

N X5 S Ej+1 i-xj+1h‘|xj - xj_1| < §) == ]J f(x)dx -

n
" Lo £E s - x| el

Deze bewering geldt ook in R'. Neemt men nu voor {xi}?=0 een fijne

verdeling 7 dan geldt xj = xj_1, zodat

b W
|Ja f(x)ax - 521 f(ai)(xj - xj_1)| <€

b
voor glle standaard € > O, Dus j f(x)dx = S(m,g).
a
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Volgen we de tweede manier om de integraal in te voeren dan moeten we
voor S(m,£) aantonen (a) eindigheid en (b) onafhankelijkheid van 7 voor
O5(n,E).
(a) £(x) is op [ﬁ,b] continu dus begrensd. Voor elke oneindige r > O
geldt dan |f(x)| < r, dus |S(m,&)] < r(b - a).
Hieruit volgt dat !S(W,E)I kleiner is dan alle positieve oneindige
getallen en dus eindig.
(b) zij 7' een verfijning van m, £' de bijbehorende rij en

s Xo9 X,

1 1
Xg By Coeee S S X Xy Xy
Dan geldt voor alle v(k < v j_l)f(iv) = f(Ei) wegens de continuiteit

punten van m.

van f. Zij m; = max |f(£i) - f(gv)l enm = max m, (deze maxima
k<v<l O<i<w
bestaan volgens de redenering in het bewijs van‘stelling'19) dan is

m, = 0 en dus ook m = 0. Het is gemakkelijk na te gaan dat
|s(m,g) = s(n',e")| < m(b - a) dus S(m,&) = 8(n',&").

De rest van het bewijs verloopt op de gebruikelijke wijze.

|
=
)

X .
Stelling 24. Als f(x) continu is op (a,b) dan bestaat J f(x)dx =
en F'(x) = £(x). a

Bewijs. Is Xy standaard, a < x8 < Db, en h > 0, standaard met Xy * h <D,

X +

0
dan is F(xO + h) - F(x) = J f(x)dx.
. XO
Neem Xs = x5 *+ (j/w) + B, 02 j<wengs= {51, saey EW} met Ej = Xspqo
dan:

0 w 0 1 W
F(xy+h) - F(x,) = (j£1 f(xj_1)(xj - % 4)) =h (= 521 f(xj_1)).

Stel f(x) neemt op Ixo, x0+h| in £', £" het absolute maximum resp.
minimum aan, dan:

F(x0+h) - F(xo)
f(xj_1) < £(g"), zodat f£(&') < 5 < £(g").

1
W

F(E') <

B~

j=1

Is h infinitesimesal, dan is Xy = g' = g", dus f£(g') = f(xo) = £(g"),
F(xo+h) - F(xo)

zodat T = f(xo).
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Is de standaardfunctie f(x) gedefinierd en continu op [a,»), a standaard,
dan is m.b.v. stelling 6 eenvoudig te bewijzen:
Stelling 25. Nodig en voldoende voor het bestaan van J f(x)ax is, dat
a
. .
i f(x)dx = 0 wvoor .z,n > 0, oneindig.
‘n
Stelling 26. f(x) is gedefiniéerd en continu voor x > a, W is een vast

> . e . e s
getal ¢ N N\ N. Dan is er een oneindig positief getal b, zodat voor

n,z met a <n<¢g <bgeldt:

z -1 w=1
j fx)dx = y flx,), waar x, , = E,.
n Vo329 Y =1 7]

Bewijs. Is n eindig, dan geldt voor c, d willekeurig, a < ¢ < d < n ==>

d d - o w=1 -
(J f(x)dx - - Z f(xj)) * 0, dus in R geldt:
c j=0

N

d W1 d- o

[ f(x)dx - ( z £(x.)) —————I < 1als x, =c + (j/w)(d=c).

c A M 3
J-

Noemen we deze bewering, waarin w door m wordt vervangen, X(n,m),

(waarbij X(n,m) in de formele schrijfwijze ven onze taal), dan geldt

inR: (Vo)[((@y) xrm) == (A2)(¥Vx)((x <2) == X(x,n))A

A:1X(z,m)11 en deze zin geldt ook in R*; dus:

Als  X(y,w) geldt voor enige y, dan is er een noe-N*, zodat n, het

kleinste getal in N waarvoor X(5ow)e

Voor ne N geldt steeds X(n,w), zodat, als n, bestast, dan is ny€ < N,

Neem b = ny = 1 als ng bestaat, anders willekeurig > 0, en oneindigeiﬁ*.

d-c w=1
) f(xj)| < 1/n, voor alle ¢, d

3=0

da
Steeds geldt dan: lj f(x)dx -
c

met a < ¢ < d <n, dus voor n = b geldt:

d
J £(x)ax = L= ) f£(x.) voor a < e <4 < b,
e v j=0 J - -
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Stelling 27. Voor f(x) als eerder genoemd, geldt: J f(x)dx bestaat
' a

dan en alleen dan als voor een oneindig natuurlijk getal w en voor een

oneindig positief getal b in R*-geldt:

voor alle T, nmet n < ¢ < Db en n, ¢ oneindig, is 5 ; 1 Z f(x.) = 0.

d
'z
Bewijs. "+'": voor alle positieve oneindige ¢, n geldt J f(x)dx = 0
n
volgens stelling 25. Is w willekeurig uit NN en b als in de vorige

stelling, dan:

Wea
=0

1 4
Y f(x,) = [ f(x)ax.
j=0 9 n

4

als a < n <¢g <bdan*—

Dus voor n, ¢ oneindig is

£ -n ¢
=N ¥ g(x,) = 0.
Vo a2y 3

"e": Neem aan dat de voorwaarde vervuld is.

Voor de gegeven w en voor voldoende kleine b' > 0, b' oneindig, geldt

¢ = n "5 5
- Z fx,) = j f(x)dx voor a < n < ¢ < D',
Yoy Y n -7

C
dus: voor elle n, ¢ (oneindig) als n < ¢ < min(b,b') dan J f(x)dx = 0,
. n
Voor willekeurige standaard € > 0 en pé-N*\\N geldt dan:

c
als p < n < ¢ < min(b,b') dan |J f(x)dx| < e.
n
Noem P de verzameling van alle p<5N%-waarvoor dit geldt. P is inwendig,

dus bevat een kleinste element, dat eindig moet zijn, zodat

[
W e)Tn)(Vn)(Ve)(n < n < ¢ < min(b,b') ==> l)f £(x)ax] < ).

Dus: zijn n, ¢ standaard, dan geldt: als n < n < ¢ dan i : f(x)ax| < e.
Dit is waar in R*; dus in R, maar daar is het nodig en voldoende voor

convergentie.
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Stelling 28. {sn} is een standaard oneindige rij.
3¢ R > o
Als er een ve N N\ N 1s zodat 8, = 0 voor alle n < v, né-N*\ N, dan 1is

lim s = 0 in R.
nreo D
De eis van deze stelling is zwakker dan die uit stelling 3, het bewijs

gebruikt de methode uit het tweede deel van het bewijs van stelling 27.

Differentialen

{a1, N an} 18 steeds een verzameling getallen uit R , n€é N,

a = max (|a1l, coes Ian]).

| A
e
| A
ini
et

1 1.8 s 2 9 = e o @ + - o
We definiéren O(aq, R an) {r.la1 + roa T, MO voor 1

| A
=]
IA
[}
e
.

o(a1, coes an) = {r,ia1 * ..o *troasT M1 voor 1

is de verzameling van alle eindige getallen uit R*; M1 die van alle

(M
infinitesimale).

Het is duidelijk, dat o(1) = Mys o(1) = M., O(a1, eony an) = 0(a)
(idem voor o).

0(a) en o(a) zijn additieve groepen.

Neem een afbeelding ¢ zodat ¢(m) = ma, dan is ¢ een isomorfisme
M, =+ 0(a), en cok M

0 1
Dan is 0(a)/o(a) isomorf met de additieve groep R.

-+ o(a).

Is y = f(x) een inwendige functie, gedefiniBerd in (a,b) met (a,b)
standaard, en is dx > 0 infinitesimasal, dan definidren we:

dy = df = £(x + dx) - £(x). Algemeen: doy =y, d% = d(dn-1y),

gedefiniderd op a < x < b - n ° dx.
Zijn x, f(x) standaard, x€&(a,b) dan geldt:

als f(x) differentiderbaar in x dan geldt %% = £'(x).
Onder nader te bepalen omstandigheden blijkt
n
éQ% = f(n)(x) te gelden, hetgeen impliceert dat (a%/ax™) - f(n)(x)e~o(1).
ax ,
Dan geldt ook: dny - f(n)(x) ax"e o(ax™), dus dny = f(n)(x) mod o(dx").

Stelling. Bezit f(x) binnen het definitie-interval I?,b] continue n° orde
afgeleiden, a, b, n, T standaard, dan geldt voor eindige re€le x met
Oxef(a,b): dny/dxn = f(n)(x) en dny = f(n)(x)dxn mod o(dx™).
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Bewijs. Voor a < x < x+nh < b in R geldt volgens de klassieke gegenera-

liseerde middelwaardestelling:

A" £(x)
hn

(39)(0 <9 < IA = f(n)(x+n6h))

waar Anf(x) de n® differentie is.

. . . n n n
Dit geldt in R, dus in R . Neem h = dx , dan wordt A f(x) =d'y, en
n

g‘..%: f(n)(x + nédx) (0 <8 < 1),
dx

Bovendien geldt: Oy &la,b), f(n)(x) continu in O% aue f(n)(ox) = f(n)(x) =
= f(n)(x + nbdx), dus (% /ax™) = f(n>(x).

Totale differentialen

71ij f(x1, sees X ) een functie van n variabelen 1n R, (51, vy E ) een

punt zodat het gebled bepaald door 3 (x - 6 ) < r2 geheel blnnen

, i=1
het domein van f ligt. Deze functie f kan tot R worden uitgebreid.
Stelling. Is f(x1, cees X ) als genoemd, en continu in (51, cees £ ) dan:

als {(x - E ) + eee F x' - 2} 2~ 0 dan (X!, eees xn) = f(g1 cessy En).

Stelling. f(x1, coes xn) is een standaardfunctie, die continue eerste afge-
leiden bezit binnen het gencemde definitiegebied om (51, coes En),

(Ei, r standaard). Noem (x', soa, xﬁ) = x', x' binnen het definitie-inter-

val, dan:
0., . o
als x; = Ei (1 <i<n)en dx1, -+os dx allen 0
_ 4of 9f
dan ) df - (ax1 )x' d.x1 + LY ] + (aXn)x' dxn mOd O(dx,‘, s a0 g dxn)

waarbij df = f(x% + dX,, eoes xﬂ + dx ) - f(x!

1, es 0y XI']).

1’

Bewijs. (x;, sees xﬁ), (h1, ceey hn) zijn standaard, zodat (x; + h1, ceo

sees xg + hn) in het definitie interval. Noem f(x; + h1t, cees xé + hnt) =
= g(t), dan is
of 1 af n af of

' B2 e S ¢ 50 = + 00 + T . = ! o @
g'(t) 3x1 dt + * 3xn dt ox h1 X hn (xl x5 + hlt)




51

De middelwaardestelling geeft dan:

of
- = 1 1 -— i . ' = |\ s ee
g(1) - g(0) f(x1 + h1, cees X F hn) P(x!y ven, xn) (ax hT +

1
of
soe + (-3—}-;—) hn,
1

waar de partiéle afgeleiden in het punt (x% + 0h,, eee, xﬁ + ehn)

»]9
(0 < 8 < 1) zijn genomen.

Tn R kiezen we (x!'y coe, xé) zodat xi = &;, We nemen h, = dx, = 0, niet
allen gelijk aan O.

df = f(x% + dx1, coes xé + dxn) - F(x!y suey xﬁ) (de totale differentisal)

voldoet aan:

n
ar = (gi;- dx, *+ ...+ (%%— dxn + 7 ridxi vear r, = (gf_) - (%i—) .
%10 n 0 i=1 %5 0 *io

Alle r; zijn infinitesimaal: is (Bf/axi)E de partiéle afgeleide van

f(£1, veos En) dan is volgens de vorige stelling:

3f  _ (of ' 2.3 _
(axa) (ax') als (z(xi - ‘Si) ) = 03
10 1 g
en evenzo (22—) & (22—) , zodat (ai—) = (32—) , dus r, = 0.
X, 9x. X, 9%, 1
10 ié& 10 18

Dan is ook erx + aes + rndxné,o(dx1, vees dxn), dus

1

_af oF
ar = (8x1)0 dx1 * oee. + (axn . dxn mod. o(dx1, ceny dxn).

Elementaire differentiasalmeetkunde

Een kurve K in een driedimensionale ruimte met reéle assen (standaard),
wordt bepaald door x = x(t), y = y(t), z = z(t) met 0 <t < 1, x(t),
v(t), z(t) bezitten continue afgeleiden van t & [O,‘i].

Bij overgang naar R kiezen we een positief infinitesimsal getal dt,

en dan geldt dx = x(t + dt) - x(t), etc.

zij P = (x(t), y(t), 2(t)) en P' = (x(t+dt), y(t+dt), z(t+dt)) dan is
de lengte van koorde PP': ds = |(dx2 + dy2 + dzz)%
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Een punt P heet standaard, als de coSrdinaten van P = (x,y,z) standeard
zijn. Zijn A, B twee standasrdpunten op K, met resp. t =a ent = b,
0 <a<b< 1, a end standaard, dan bepalen we het polygoon PO’ cess PW
als volgt: :

= (x(tj), y(tj), z(tJ)) en tJ =g+ jdt =a + j(é:éﬁ, weil \ N, v vast.
We nemen d(xj) = x(t, 1) x(t.) (J < y=1) etc., zodat de koorde P P,
{d(x ) + d(y ) + d(z )2} | heeft.
Dan 1s de lengte 1 van het polygoon

J+1

een lengte dsj

w=1 w=1 dx, 2 dz; 2 % dt (we nemen verder
1 = Z ds. = Z {(E_E-'l) + eeo t+ (EEJ') }
j=0 9 =

steeds de positieve wortel).

De lengte van boog K van A tot B wordt door Ol bepaald; we kunnen dit
beschouwen als definitie, of afleiden, uitgaande van de definitie uit R.
We gaan het eerste geval na.

Volgens de middenwaardestelling geldt: dxj = x(tj+1) - x(tj) = x'(tj+edt)
(0 <8 < 1), en vanwege de continuiteit van x'(t): x'(tj+6dt) = x'(tj)
dus (dx /at) = x! (t ), ete., dus

asj={<x( >+e:) #(y'(5,) + 0,2 +<z(t>+;>}%dt=
pj}%

= {x'(tj) + y'(tj) + z’(tj)
simaal).

Dan is er een o5 = 0 zodat dsj = {(x'(tj)2 + y'(tj)2 + z'(tj)e)% + cj}dt,

at. (aj, nj, Cj, pj zijn infinite-

Isnuo= max |o,|, den is

O§j<w-1
w1 T RS |
] ds, = Z \/W(t )at + Z o, at waar w(t) = x'(£)% + y' ()% + 21 (¢)5,
Ly d J
j=0 j=0 =0
W1 Wee 1

| 7 o0.dt] < J J|o| at = o(b - a) =1, en o infinitesimeal, dus ook T.
j=0 j=0 We 1 %
Dus is er een A = 0 zodat 1 = [ (w(t,))%dt + A. \/w(t) is continu in
SE
Eé,b] dus

0 w-1 b
(WZ (W(tj))% dt) = J \/W(t) dt, zodat
j=0 a

b 7 )
0 - j x1(6)2 + 3 (6)2 + 2 (6)%)% at.  q.e.d.
8,
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Bepaling van de rasklijn aan K; stel w(t) # O binnen het definitie-

) met x,. = x(to) ete, t. standaard en 0 < t_. < 1,

0 0 0
= x(to + dt) ete, dx = X, = X4, etc., en wel

interval. P = (xo, Yor Zg

dt = 0, we nemen verder x1
zo, dat Q = (x,, y,, 2.) ook op de kurve door P ligt..
Vola Vo el 2 2
Dan is PQ = & = (dx" + ay" + dz )2 = {(x'(t0+91dt)) (' (by+0,0t))" +
212
1
+ (2" (ty*0,at))°}" at en 6, 6,, 85£(0,1).

Vanwege de continuiteit wvan x'(t), y'(t), z'(t) geldt: A/dt = (W(to)) .

o=

dusA/dt is niet infinitesimaal.

In parametervoorstelling is de bepaling van de rechte door P en Q als

volgt:
(1) x = Xy + %ﬁ T, ¥ =¥y * %Z T, 2 =2y %E T, waaruit blijkt, dat
1
ax _ * (tO)
"A— = _‘—'—g ete.
(w(tg))

Voor standaardwaarde van T ligt het punt, bepaald door (1) infinitesimaal
dicht bij dat, bepaald door
i
x' ()

(2) x = Xyt ————T T etc.
(w(ty))®

M gemener: het punt, bepaald door (1) voor willekeurige eindige t is

bijna gelijk aan dat, bepaald door (2) voor OT.

Nemen we (3): x =& +oat', y=n+B1', 2 =¢ + yt', waar £, n, &, o, B, Yy
standaard, en a, B, Y zijn richtings-cosinussen, en 1' is een parameter.
Stel dat voor iedere eindige waarde van t in (1), het bepaalde punt bijna

gelijk is aan een standaardpunt, bepaald door (2).

AMls 1 =0 in (1) correspondeert met 1' = Té, dan is Xy = & * a1} , ete.,
dus (3) wordt:

X = x5+ al(t!' —xré), etc.
Stel, t = 1 correspondeert met t' = 7!, dan:

19

0(%5) = a(T; - 16), ete.



5h4

. 2
Dit geeft dan (T; -11) =1, dus a = 0(%5), B = O(%X), Yy = O(%E)’

0
wanneer we m.b.v. de parameter voor het +-teken zorgen.
0 x'(t,)
Dan is ~(dx/4) = —————r etc., zodat (2) en (3) gelijk zijn.
(w(ty)) |

De tangent door P aan K wordt dan bepaald (of gedefiniBerd) als de
unieke rechte 1 in R, zodat voor ieder eindig punt p op de rechte
door P en Q (Q bijna gelijk P) een punt q op 1 bestaat, dat oneindig
dicht bij p ligt.



Collogquium "Onderwerpen uit de Modeltheorie"

Spreker E. Wattel

Niet-standaard Topologie

§ 1, Standaard en niet standaard topologische ruimten

Definitie 1 (standaard) Een topologische ruimte is een verzameling
X, tezamen met een uitgekozen stelsel van deelverzamelingen T, dat
voldoet aan de eigenschappen:

le. X &€ 7T

2e. ¢ €7

3e. Als AeT en B € T dan ock AmMB e T

be. Als¥ c7 danis ook V{U JUeyle T

In de standaard topologie is het gebruikelijk om de structuur als
vol te beschouwen, wat aanvankelijk wil zeggen, dat alle deelver-
zamelingen en alle verzamelingen van deelverzamelingen enzovoort

zonder extra aannamen in de beschouwingen kunnen worden opgenomen,

Om tot de niet-standaard topologie over te gaan, zullen we moeten
bekijken, op welke wijze dan de vergroting van (X,7") zal kunnen

worden gedefinieerd.

Expliciet: We nemen san:

Er is een taal /Amet een deelcollectie K, zodanig dat K alle
zinnen bevat die gelden in (X,7"), waarmee we bedoelen een volle
structuur (XT)'met een uitverkoren element j’e.X((o)) dat voldoet

aan le, 2e, 3e, he,

Uit blz. 11-20 volgt, dat als de verzameling K een model heeft,
(X, 7°) den zijn ook vergrotingen van (X,7) modellen van K, en in
het bijzonder de vergroting t.0.v. alle samenlopende relaties.

. % % a6, .
Noemen we deze vergroting (X ,CT*) dan heeft (X ,7 ) de eigenschap,
dat elke samenlopende relatie in (X,7) een inwendig object in

* * d - o o a a o
(X', 77 ) definieert, dat niet in (X,7") aanwezig was, die bovendien

F:
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een naam krijgt, in H F) D K.
Het is duidelijk dat een zin, die formuleerbaar is in A((X 7)),
dan en slechts dan geldt in (X,7 ) als zij ook geldt in (X o T .

Nu bezien we eerste de zinnen uit K, die garanderen dat (X,7 ) een

topologische ruimte is.

1) @ ((O))(’I", X) (X zit inT, oftewel X is open)
?_) Q((O))U" ¢) | (¢ zit in7 , oftewel ¢ is open)
3 (o) T VIN2((0))Ts V)~ &) Ty VAT

(Als U open is en V is open, dan is ook U~V open. UMV is

apart te definieren als (Vp)é(o)(U/\V,p) = (Q(O)(U,p)/\ Q(O)(V,p))o)
B (VDT (VR (8 4y (7,00 5y T50))((2( 4y (W,p)=
2@V (2 (0y)(TsVIAR () (V2D )0 () (T, W)

(Als / een deelcollectie vanT is, dan is de verzameling W, die

de vereniging is van alle elementen van ¥, een verzameling uit

7.

Deze formules zitten in K, en daarom zijn de formules ook waar
voor (X*QT*)., In de taal A bestaat echter de * niet, en symbolen
met of zonder ster, zijn identieke symbolen in K.

De formules voor (X%, T *) zijn door het plaatsen van sterren te

verkrijgen uit de formules voor (X,7"). Als voorbeelds

%

¥ WO TN B (0 (4))F5020( 0y T 5 1) >
* ((Q(O)(W p) = (HV)(Q((O))(7 V)A‘D(O)(V p))) —NI)((O))(T W)

Hierbij lopen de variabelen over de objectsymbolen van H ra Dit
impliceert dat hier in h alleen een eis staat voor die stelsels
open verzamelingen, die te formuleren z:.Jn in H 10° Een vast voor-
gekozen punt p uit (X,T), gaat in (X T’ ) over in een punt, want
het is formuleerbaar in /A, dat het kardinaalgetal van de verzameling
{p} precies 1 is, en zo gaat ook elke eindige verzameling over in
een verzameling met eindig veel elementen. Het is echter binnen H I’é

niet uit te maken, op p in (X, 7T ) voorkomt of niet.
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Een verzameling U uit (X,7 ) zal overgaan in een verzameling v
%

uit (X*,j’ ), die echter niet steeds behoeft te bestaan uit de

verzameling van punten van (X,7”), die erin bevat zijn, want bij

een oneindige verzameling is steeds de samenlopende relatie:

(Vo) (Vp,) ooce (Vo )(00 4y (U BA ceus Aoy (U,p ))Ba) (04 (U,0)A
/\(D(O,O)(#O’ P1,q)/\ onol\q’(o‘o)(#oa PngQ))

wat betekent, dat bij elk eindig aantal punten uit U, er steeds
een punt is aan te wijzen, ongelijk aan elk van het eindige aantal,
dat toch in U ligt, wat impliceert, dat er ook een punt is in U*,
dat ongelijk is aan alle standaard punten van U,
Op volkomen dezelfde wijze zit in elk oneindig stelsel (open)

. . o ag?® s (T e .
standaardverzamelingen ¥ uit (X,7) in ¥ wuit (X ;7T ) een niet-

standaardverzameling.

In het bijzonder is voor de niet-standaard topologie de verzameling
van alle open omgevingen om een vast voorgekozen punt belangrijk.
Zij p een punt uit (X,7 ). De verzameling B% van alle open omgevin-
gen van p is gedefinieerd en heeft een naam in K.

De doorsnede van elk eindig aantal open verzamelingen uit (X,j‘)
bevat weer een open verzameling uit (X,7), wat dus voor (X ,7T )
betekent: Er is een verzameling W*, die een open omgeving is van

p, en die bevat is in alle U*, die de vergroting zijn van zekere

U uit @ .
)

We kunnen nu gaan beschouwen de verzameling van alle standaard
open verzamelingen van p, ook al is dit niet mogelijk binnen de
taal o ‘

De doorsnede hiervan noemen wij de monade van p, en die bevat
dus een inwendige omgeving van het punt p. Wij noteren de monade

van een standaardpunt p als u(p), en we hebben dus bewezen, het:

Lemma: Binnen de monade u(p) van een standaardpunt p ligt een

N . . 3% ol .
inwendige open verzameling, van (X ,7" ) die p omvat,
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Stelling 1: Als voor twee standaardpunten p en q geldt: q € u(p)
dan geldt: u(g)¢c u(p).

Bewijs: In (X,T) geldt:elke open omgeving van p bevat gq, dus elke
open omgeving van p bevat een open omgeving van g dusf\OanOp

L3 3%
wat in (X , 7T .) betekent: u(q) ¢ u(p).

Stelling 2: Een verzameling U in (x,7) is open, dan en slechts
dan als geldt voor alle p uit U : u(p) c U in (X*,frﬁ)o
Bewijs: U open in (X,7T) en pg U, dan is er een standaard open
omgeving van p, die in U zit, dus de monade van p zit in U*o
Stel andersoms U% bevat alle monades van alle punten p uit Ue

Dan geldt voor elke vaste standaard p de zin volgens het lemmas

% R C 3
%(0) (Vs PIEVIO((0)) Ty VIA() (Vs 2IA%((0)(0))((5)> V> U ))
(als p in U zit, dan is er een open omgeving van p, die ook

3 % °
nog in U zit).

% M
Deze zin is geldig in (X ,T ) dus in K, wat daar impliceert, dat

U omgeving is van elk van zijn punten, dus open is.

Gevolg: Een verzameling G uit (X,T) is gesloten, dan en slechts
dan als voor alle p uit X\G geldt, dat u(p)c (X6 in (X, 7).

Bewijs: Het complement van een verzameling is definieerbaar in K,
%
en dus als G inwendig en gesloten is dan en slechts dan is (X*\G%)
inwendig en open, en zowel (X\G)VG =X als (X\G)NG =¢ geldt in X,
% 3¢ 3% 3% % 3%
dus ook (X\G) UG =X en (X\G) NG =¢, dus: (X\G) = X \G . Nu
volgt de stelling direct uit (2),

Gevolg: Een standaardpunt p ligt in de afsluiting van een standaard-
verzameling A, dan en slechts dan als u(p)r\A%¥ ¢
Bewijs: Volgt uit gevolg 1 en stelling 1.

Gevolg: Een standaardpunt p ligt op de rand van een standaardver-
zameling A, dan en slechts dan als p(p)r\A§¥ den u(p){&f\Ajk¢o

Bewijs: Uit twee maal toepassen van de vorige stelling.
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Stelling 3: Als S een verzameling is in (X,77), dan bestaat er een
interne open verzameling V in (X*,T’*) zodanig dat SéZVC u(s).,
waarblg u(s) de doorsnede is van alle standaard-open verzamelingen,
die s” omvatten. »

Bewijs: Binnen de doorsnede van elk eindig stelsel open verzamelin-
gen, die S omvatten, ligt een open verzameling in (X,T ). Dit is

. 36 3%
een samenlopende relatie, zodat voor (X ,7° ) het gestelde volgt.

Stelling 4: Een topologische ruimte (X,7T) is dan en slechts dan
een T; ruimte, als voor elke twee verschillendé punten p en q uit
¥ geldt in (X*, T*)-zp¢u(q) o

BéwijSO.Stel (X,T) is Tj, dan is er om g een omgeving V_, die p
niet bevat, dus zeker geldt in (x" 7” )e p¢u(q)

Stel voor alle standaard p en q uit (x* ,7’ ) dat als p # Qap¢u(q)
Kies twee vaste punten‘po en qo, en neem aan p en qo zijn
individuele constanten in K. Volgens het lemma

ligt er binnen u(qo) een 1nwend1ge open verzameling om a4 Daarvoor
geldt de zin uit K (3V)(¢((0))Cr V)AQ(O)(V,qO)A é(o)(V,p)) en
deze zin is ook geldig in (X,7"), zodat voor elke twee punten in
(X,T°) is er een open verzameling, die de eerste niet bevat, maar

de tweede wel., Dit betekent dat de ruimte T1 is,

Op dezelfde wijze is te bewijzen:

Stelling 5: Een topologische ruimte (X,7 ) is dan en slechts dan
Hausdorffs, als voor elke twee standaardpunten p en g geldt:
u(plau(a) = ¢,

Stelling 6: Een topologische ruimte (X,77) is dan en slechts dan
Regulier, als voor elke gesloten verzameling S en elk punt erbuiten,
p in (X, 7T) geldt: u(S)hu(p) =¢ , in (X*,jva)

(Voor definitie u(S) zie stelling 3).
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Stelling T: Een topologische ruimte (X,7) is dan en slechts dan

normaal, als voor elke twee disuncte gesloten verzamelingen S en
=% 3%

R in (X,T"), in (X ,7T ) geldt: u(s8)ru(R) =9

Stelling 8: Een topologische ruimte (X,7°) is compact, dan en
slechts dan als elk punt van (X*,ﬂg*) in de monade van een standaard-
punt ligt.

Bewijs: Stel (X,7T") niet compact, dan is er een open overdekking
van (X,7T"), die niet kan worden uitgedund tot een eindige deel~
overdekking. Noem deze overdekking W,

Dan geldﬁ de samenlopende relatie: Voor elk eindig stelsel
verzamelingen uit W is er een punt, dat niet in de vereniging van
die eindig veel elementen ligt.

Dit impliceert: In (K*,je*) ligt een punt 8 dat niet in de ver-
eniging van alle U*,' met U & W ligt, dus voor elk punt p uit

(X, 7) is een omgeving V aan te geven, zodat & € V*, dus B&u(p)

dus S ligt niet in de monade van enige p uit (X, 7).

L3 %
Omgekeerd: Stel er is een punt § in (X oT" ) dat niet in de monade
ligt van enig standaard punt p, dan is er om elk standaard punt

p in (X, T) een open omgeving U zodanig dat BéUp . Deze collectie

,pQ

iUp} overdekt 4. Stel (X, T) was compact, dan was er een eindige

deelcollectie U_ , U, U_ <o U die ¥ overdekte. Deze regel
D Po” P3 Py

is formuleerbaar in K, n.lss '

(Vq)é(o)(ng)E(é(o)(Up1, 9) v¢(o)(UP2, )V cooo v@(o)(Upn, a)),

L ¥ 3% ey
dus: U U U VYoo WU_ =X
p, P, D,
3 2% P
3¢Up \,)Up Veool Up . Dit levert een tegenspraak, dus (X,7T)
n .

kan niet éompagt zijn.

Opmerking:

Een punt, dat in de monade van een standaard punt ligt, nocemen wij
wel "Bijna~-standaard", zodat de stelling kan worden geformuleerd
alss: '

« De topologische ruimte (X,7T") is compact, dan en slechts dan als

% % o e o
elk punt van (X , 7" )bijna standaard is.
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Colloguium "Onderwerpen uit de Modeltheorie"

Spreker: E. Wattel.

§2. Rijen en Filters

In de analyse is het gebruikelijk: om' na te gaan of een verzameling ge-
sloten is door te controleren, of elk verdichtingspunt van de verzame-
ling er toe behoort.

Dit gebeurt met behulp van rijen, die gelegen zijn binnen de verzame-
ling. Een verzameling is dan en slechts dan gesloten, als elke rij, die
binnen de verzameling ligt ook al haar verdichtingspunten in de verza-
meling heeft. »

Ock in de topologie is de rij te definiéren, en de rij convergeert
naar een punt p, dan en slechts dan als in elke omgeving van p bijna
alle termen van de rij liggen.

In de niet standaard topologie is een limiet van een rij te definiéren
als een punt p zodanig dat voor alle nc N \N geldt: pne;u(p) evenals
dit is gebeurd in de voorgaande hoofdstukken van de syllabus.

Er komen echter twee moeilijkheden.

le. Een rij kan convergeren naar meerdere punten.

2e. Het is mogelijk, dat een verzameling niet gesloten is, hoewel elk
verdichtingspunt van elke rij binnen de verzameling tot de verzameling
behoort.

De eerste moeilijkheid is inhaerent aan het begrip topologie, en deze
levert verder weinig consequenties.,

Om de tweede moeilijkheid te ondervangen, heeft men generalisaties van
rijen ingevoerd. -

le. De Netten (E.H. Moore, H.L. Smith. Zie b.v. Kelley en Robinson).
2e. De Filters (H. Cartan).

De beide generalisaties zijn onderling equivalent, maar in de niet-

standaard topologie heeft het gebruik van filters voordelen.
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Definitie: ©Een stelsel verzamelingenf}zheet'een filter indien:
1e) AeF en BEF = ANBeT.

2e) AETF en ACC = C&€F,

3e) gE

Een stelsel verzamelingen @ heet een filterbasis indien:
AeS en BED = IC : CED en CCANB.
¢ &D.

Het is duidelijk, dat het stelsel van al die verzamelingen, die een
deelverzameling hebben die in een gegeven filterbasis P1igt, een £il-

ter is. Deze filter is de filter die door (b wordt-opgespannen.

Een filter (¢ is bevat in een filter 8 dan en slechts dan als elke ver-
zameling, die in F zit, ook iIl% zit. WiJj zeggen ook wel, dat % N~

omvat.

Een filter, die niet bevat: is- in een-grotere- filter, heet:wel een

Ultrafilter.

Voorbeeld: In een willekeurige topologische ruimte, vormen alle verza-
melingen die een open omgeving van een vast punt p bevatten, een filter.
Deze heet de omgevingsfilter van het punt p. We duiden hem meestal aan
met .

v,

Alle open omgevingen van p vormen een filterbasis.

Nu defini8ren wij: Een filter F convergeert naar een punt p dan en
slechts dan als elk element van de filter \?; een element van de filter
[F'bevat.

Anders geformuleerd: Elke omgeving van p bevat een verzameling uit F

Stelling 1: Een filter (F in de ruimte (X, 0") convergeert dan en slechts
dan naar een punt p, als in (X, %) een inwendig element FWfS?*'bestaat,

zodanig dat FCyu(p).

Bewijs: a) Zij & een filter, die naar p convergeert, dan ligt binnen de
doorsnede van elke eindige verzameling van omgevingen van p een element

&
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van . Dit is een samenlopende relatie, en daarom kunnen wij conclu-
deren dat er in (X*,Cf*) een element'VQulfﬁ*'binnen de doorsnede van
alle uitbreidingen van omgevingen van p zit.
In formule is dit precies: (BF);(FéﬁF*vA(Fc:u(p)).
b) Neem aan: GF)(FGEF'*)/\(FCU(p)).
Kies een willekeurige omgeving U van p in (X, J°).
Dan geldt in (X, 9°) FCulp)CU", dus geldt de zin in K:
@Ar)(FeF ) (Fcu’).
Deze zin is vertaalbaar voor (X,9) : @F)(FEF)(FcU)
wat wil zeggen; Voor elke willekeurige doch vaste opén omgeving van
p, U bestaat een element van het filter F, dat binnen ¥ gelegen is.

Dus de filter % convergeert naar het punt p.

Een punt p heet adhaerentiepunt van een filter F indien elke open ver-

zameling om p elk element van F doorsnijdt oftewel als
F, = {FHVP|F€F, vpe:\);)} een filter is.
Hiermee is direct bewezen: Als p een adhaerentiepunt van de filter -

is, dan is er een filter Tp, die F omvat, en die naar p convergeert.

Stelling 2: In (X, 7)) is een punt p adhaerentiepunt van een filter O%
dan en slechts dan als in (X, 37) elk element vanF u(p) doorsnijdt.

Bewijs: a) Stel p is adhaerentiepunt van &.

Dan geldt: (YF) V) ((FEF)A(VE\) »~ FAV # ).

Deze zin is vertaalbaar voor (X , T )

WF) VY (e FHA( Ve\}» > FAV # 8).

Er is een verzameling V' van\}' die inwendig is en bevat in u(p).
Voor deze verza.mellng geldt (VF&ZF*)FF\V' # @ dus zeker doorsnijdt
elk element van &, u(p).

b) Stel elk element van()‘-'* doorsnijdt u(p). Dan geldt voor elk element
Uit Vo dn (X,T) : (F)((FEF) » (FOUT) 4 9).

Deze zin is weer vertaalbaar voor (X,'J) en daar betekent zij:

De omgeving U van p doorsnijdt alle elementen van de filter ¥ .

Dit geldt echter voor alle U, dus F heeft p als adhaerentiepunt.
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Opmerking: Er zijn verscheidene aequivalenten voor deze stelling.

Dit is mogelijk, daar de zwakke eis: (Vf‘éf‘f-d—) FAu(p) # @, in (X,57)
impliceert, dat p adhaerentiepunt van Fis, en dus geldt in (X*, o *)
ook de bewering: (VF€‘}'*) (VVéd‘*) FNV # ¢, zodat we kunnen zeggen, dat
de eerste eis de tweede implicegrt. Dit komt, omdat de eis: p is een

- standaardpunt vrij sterk is.

Verder- is het bij filters niet noodzakelijk, om indexverzamelingen te
beschouwen. Bij rijen bestaan deze indexverzamelingen wel, en wil men
op juiste wijze in de topologie over-geindiceerde stelsels spreken,

dan zal men er rekening mee moeten houden, dat bij vergroting van de

© ruimte alleen gebruik-mag worden gemaskt van vergrootte indexverzame-

lingen. Wanneer er oneindig veel indexverzamelingen zijn, dan kan ook
de verzameling van indexverzamelingen vergroot worden.
Degze situatie doet zich voor bij het beschouwen van netten als conver-

gentiecriterium.

Stelling 3: Een verzameling A in (X, q”) is dan en slechts dan gesloten,
als alle filters, die A als element bevatten, al hun adhaerentiepunten

binnen A hebben.

Bewijs: Volgt onmiddellijk uit Gevolg 1 van Stelling 2 van §1, en uit

de voorgaande stelling.
Stelling L4: Elke filter is bevat in een ultrafilter.

Bewijs: Zij & een filter in de volle normale structuur X(T) op de ver-
zemeling X. Dan bestaat voor  de. samenlopende relatie

R(F, p) = 5 pEFEF

(VF1)(VF2)(VF3) oo (YF D ((FEFNFEFIN ... A(FEF) » (p)((pEF)A
/\(pan)))-

Fr is in X dus een punt ¢ zodanig dat L€F " voor alle F uit F.

Bezie nu in X de filter %’ van alle verzamelingen die [ omvatten, en
“bezie verder de verzameling 7L, bestaande uit alle standaardverzame-

lingen, waarvan de uitbreiding in %ligt.
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Bewering: U is een ultrafilter, die ¥ omvat.

Stel U is een willekeurige verzameling, die een element van Ul bevat,
dan zit zekere [ in U

Stel U en V zijn twee verzamelingen'uit’U.dan is UNV = (UIWV)*‘en
daar U*?\V*-het'punt-c bevat, moet ook (V)™ het punt ¢ bevatten,
dus UNVE WL. Conclusie: 7). is een filter.

Wegens het feit dat £ is gedefinieerd uit het filter ¥ geldt natuurlijk
ook F is bevat in WL .

Verder is U_een ultrafilter daar voor elke<standaardverzameling~V*-in
X geldt: Of V., 8f X \V zit in(}, wat betekent: Voor elke deelver-
zameling V van X geldt: 0f Ve, of (X\V)el.

§3. Compacte verzamelingen

Een verzameling van een topologische ruimte is compact- indien elke
overdekking van die verzameling met open verzamelingen uit de ruimte,
een eindige deeloverdekking bezit.

Het is duidelijk, dat ook hier de eguivalentie geldt van §1 stelling 8
oftewel:

Een verzameling A van een topologische ruimte (X,J) is compact dan en
slechts dan als in (Xﬁ;gr*) geldt: Elk punt-van A*-ligt in de monade

van een standaardpunt.

Stelling 1: In de vergroting van een compacte Hausdorffruimte vormen

de monades om de standaardpunten een partitie van de ruimte.

Bewijs: Uit §1 stelling 5 volgt, dat elke twee monades disjunet zijn,

en uit §1 stelling 8 volgt, dat elk punt bijna-standaard is.

Gevolg: De topologische ruimte (X,§”) is een compacte Hausdorffruimte,

dan en slechts dan als de monades een partitie van de ruimte vormen.

Stelling 2: Een compacte deelverzameling van een Hausdorffruimte is

gesloten, -

Bewijs: Zij A een compacte deelverzameling van een Hausdorffruimte, dan

is in A" elk punt bijna-standaard, en daar. bij een Hausdorffruimte de

&
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monades disjunct zijn, moet dus wel gelden, dat van elke monade, waar-
mee A~ een punt gemeen-heeft; ook het standaardpunt in A%-ligt. Dit

is precies het criterium voor A is gesloten uit stelling 2 van §1.
Stelling 3: Fen compacte Hausdorffruimte is normaal.

Bewijs: Zij G een gesloten verzameling uit een compacte Hausdorffruim-
te (X, ). Dan is G gesloten en compact. Bezie nu een overdekking van
G met om elk punt een omgeving. Deze heeft een eindige deeloverdekking.
De vereniging daarvan is een open verzameling om G. Noem deze U.

Bezien we voor al de op deze wijze verkregen verzamelingen U de U*,
dan geldt U oG, en de doorsnede van alle U is u(a).

Steeds geldt: QEE u(p)c1u(G), maar hier geldt ook: p(G)CIpeG ulp).

want: Stel ¢z & Séh u(p),dan is om elke p&€G een open verzameling Vp,
zodanig dat g«¢:V;: De vereniging van alle Vp overdekt G, dus is er

een eindige deeloverdekking met behulp van V_'s.

Maar bezien we deze zyerdekking van Vp's in (X*,SJ*) dah is het stelsel
eindig en overdekt G , en de vereniging bevat ¢ niet. Hieruit volgt dus

dat n(g) = IEUG u(p).

Nu is het bewijs verder triviaal, want, kies twee gesloten disjuncte

verzamelingen A en B dan geldt: u(A) = gék u(p) en u(B) =

maar nu geldt: de monades zijn disjunct.

U 1
B U(P)
Dus p(A)Au(B) = @ en nu volgt de stelling uit §1 stelling 7.

- Gevolg van het bewijs: Voor elke compacte verzameling C van een Haus-

dorffruimte (X,T) geldt in (X <3 ) : u(C) = ;%c u(p).

Stelling k: Als‘3: en43; twee topologieén zijn op de verzameling X, en
S?(:g; dan volgt uit - (X, S;) is Hausdorffs dat (X, 9;) is Hausdorffs

en uit (X,{Yé) is compact, dat (X, 9?) is compact.

Bewijs: a) SQC:ﬂ;»dus voor elk standaardpunt p uit X geldt in X
u1(p):)u2(p). Daar steeds geldt: ui(p)F\u1(q) = @ als p # q, geldt ook
pz(p)rnpg(q) = ¢, wat betekent, dat’(X,fYé) Hausdorffs is.



67

b) 3}C33; dus voor elk standaard-p~geldt:'u1(p):)u2(p).
Als nu (X, Sé) compact is, is elk punt uit Xﬁ'gelegen in een monade
ue(p) voor zekere p, dus zeker in de monade p1(p) voor dezelfde p,

dus (X, S?) is compact.

Voor de laatste stelling uit deze paragraaf zullen wij na moeten gaan,
wat voor soorten equivalenten bestaan van het begrip compact.
Hier volgt een 1ijst met de meest gebruikelijke. De bewijzen zijn alle

triviaal.

- a) Elke open overdekking heeft een eindige deeloverdekking.

b) Elk stelsel gesloten verzamelingen met ledige doorsnede heeft een
eindig deelstelsel met ledige doorsnede.

c) Elk stelsel gesloten verzamelingen , met de eigenschap, dat ieder
eindig deelstelsel -een niet lege doorsnede heeft, heeft een niet
ledige doorsnede. Een dergelijk stelsel heet wel een gekit stelsel.

d) Elke filter heeft een adhaerentiepunt.

e) Elke ultrafilter convergeert.

Verder heet een verzameling A compact ten opzichte van een stelsel ge-
sloten verzamelingen\gi indien ieder deelstelsel ‘& van 8, waarvoor

geldt dat g'L)ﬂﬂ>gekit is, een niet ledige doorsnede heeft binnen A.

Wanneer wij nu voor S een gesloten subbasis voor een topologie *) nemen,
dan kunnen wij ons afvragen: Bestaat er verband tussen de compacta ten
opzichte van & en de compacta in de topologie die Svoortbrengt.

Het antwoord is ja.

Stelling 5. Het lemms van Alexander.

Een ruimte is dan en slechts dan compact ten opzichte van een subbasis
€van gesloten verzamelingen, als zij compact is ten opzichte van de

topologie, die door & wordt voortgebracht.

%)

7, wanneer U~ bestaat uit: De lege verzameling, de hele verzameling en

Een stelsel verzamelingen & heet gesloten subbasis voor een topologie

alle verenigingen van eindige doorsneden van complementen van verzame-

lingen uit L.
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Bewijs: Het is duidelijk, dat als een ruimte (X, 3')compact is, dat zij
dan ook compact is ten opzichte van een subbasis voor de topologie.
Omgekeerd. Stel X is niet compact in (X, J). Dan is er een niet-stan-
daardpunt ¢, dat niet in enige monade ligt van een standaard punt in
(X", 97).

7Zij &' het stelsel van alle inwendige gesloten subbasisverzamelingen
in (i*,GJ*) die ¢ omvatten. Dan is ' een gekit stelsel van gesloten
subbasisverzamelingen.

Bezie nu de verzameling van alle standaardsubbasisverzamelingen & in
(X#;'ij die ook in ¥' liggen. Dit stelsel is ook gekit, dus ook het
stelsel van al die verzamelingen F uit (X, ") waarvoor geldt, dat
Fﬁéiﬁﬁ, want gekit zijn is formuleerbaar in A.

Noem dit laatste stelsel & Dit is een stelsel subbasis elementen van
(X, 9). We zullen nu bewijzen, dat dit stelsel een lege doorsnede heeft.
Stel daartoe NF # @. Dan is er een punt p in N,

z ¢ u(p) dus er is een open verzameling UP om p, zodanig dat Eééli;
AN Gp het complement van Up in X. Gp is de doorsnede van gesloten

- basiselementen, dus er is een basiselement Bp’ dat p niet omvat.

s

pi'i=1"°

dus B = X S”.. Er is dus een S*:, die p niet omvat, maar { wel.
ie) 1=1 "pi Pl

Deze S;i ligt zeker in &, dus Spi ligt inF, dus p €NT, dit is in

Maar B is de vereniging van eindig veel subbasiselementen {S

tegenspraak met het gestelde, dus nF = @
Het feit, dat X niet compact is, impliceert dus, dat er een gekit
stelsel gesloten subbasiselementen bestaat, met lege-deorsnede wat te

bewijzen was.

Merk op dat F' # Sf; want NF = ¢ en dit is formuleerbaar in de taal
A, dus ook moet gelden NEF” = 0. ONF' bevat echter het punt ¢.

Bij het bewijs van stelling 5, evenals bij het bewijs van §2 stelling

4 is geen gebruik gemaakt van het keuze-axioma, of enige verzwakking
daarvan. Bij de opzet van de non-standard theorie is gebruik gemaakt
van het bestaan van ultrafilters zodat we nu kunnen formuleren de stel-

ling:
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Het bestaan van de vergroting ten opzichte van alle samenlopende rela-
ties in een volle structuur is equivalent met het verzwakte keuzeaxio-

-ma in de vorm: FElke filter is bevat in een ultrafilter.
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Het bestaan van de vergroting ten opzichte van alle samenlopende rela=-
ties in een volle structuur is equivalent met het verzwekte keuzeaxio-

ma in de vorm: Elke filter is bevet in een ultrafilter.
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Colloguivm "Onderwerpen uit de Modeltheorie"

Spreker E, Wattel.

§ 4 Functies, Deelruimten en Producten

Wanneer wij functies definieren, zullen wij er rekening mee moeten
houden, dat we bij iedere functie een definitiegebied en een beeld-
ruimte afzonderlijk zullen moeten beschouwen. Om moeilijkheden te
voorkomen, zullen wij er goed aan doen, door in de standaardruimten,

of consequent in de vergrotingen te rekenen, en niet bij voorbeeld

de vergroting ven de beeldrﬁimte bekijken, tezamen met het standaard
definitiegebied, Dasrom denken wij ons het definitiegebied en de beeld-

ruimte beiden ingebed in een grotere volle structuur.

713 M(T) een volle structuur, die is opgebouwd op een grondverzameling
MOe 7ij verder in MO gegeven twee, niet noodzakelijk disjuncte, deel=-
verzemelingen X en Y, die aanleiding geven tot volle deelstructuren

X(w) en Y(r) van M(T)e

Een relatie f van het type (0,0) heet een functie van X in Y indien

voldaan is asn de volgende}eigenschappen
1) (Vx)Vy) (2(x,y) = ((xeX)AlyeX)))
2) (YVx)(VyHVz) ((£lx,y)af(x,z)) = (ygz))

3) (Vx) ((xex) + (Fy)(£(x,3)))

Uit de formules 2e en 3e volgt, dat er voor elke xéX &8n en precies
é8n y<¥ bestaat, zodanig, dat £(x,y) geldt. Deze y duiden we aan
met £(x).

Zo duiden wij ook de verzameling van alle punten uit ¥, die beeld
zijn van een x & V & X aan met £(V),

De verzemeling van alle punten uit X, die worden afgebeeld op zekere
yeY worden geschreven als f”1(y); en fmi(W) is de verzameling van al

die punten van x, wasrvoor geldt: f(x) & W Y.
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De verzameling X heet het definitiegebied van de functie f, en de
verzameling f(X) heet het waardegebied. Uit (1e) volgt, dat het

waardegebied een deelverzameling is van de beeldruimte,

Is het waardegebied gelijk aan de beeldruimte, wat geformuleerd
kan worden, in 3' analoog met 3) : (V y) ((y&Y) » (dx)(£(x,y)))
dan heet de functie op.

Indien ieder punt van het waardegebied slechts &&n punt in het
definitiegebied heeft, zodat het daarmee in de relatie f staat,
wat kan worden geformuleerd analocog met (2) : 2')

vV ¥V x)(V 2) ((£(x,5)AL(x,y)) =+ (xﬁz)) dan heet de functie

1-1 duidig.

Opnieuw kunnen wij in X een topologie'j:; en in Y een topologie 7;
definieren. Nu kunnen wij continuiteit invoeren, door de definitie:

Het oerbeeld van een open verzameling in Y moet open zijn in X.

b) (VV)((VeTy) > (W) (WA 52~ (1))

Men kan ook eerst de continuiteit in een punt xeX invoeren, door te

definieren: f is continu in een punt peX als binnen elke omgeving

van f£(p) het beeld van een omgeving om p zit.
In formule: (V'U)((UeT)A(£(p)eU) + Q) (Ve TOA(£(V)CUIN(pe)) ) .
Het is duidelijk dat een functie dan en slechts dan continu is, als

zij continu is in elk punt van het definitiegebied.

Dit criterium voor continuiteit is goed te vertalen in de niet-stan-
. ' . 2%
daard theorie. We gaan nu de vergroting van M construeren, M zal
R R . 3 3% 2% %
dan twee niet-standaard topologische ruimten (X R 7: ) en (Y Q’T; )
bevatiten.

We kunnen nu ook de functie f meenemen en vergroten tot een functie
(%)
£ o

Stelling 1 : Een functie f:X + Y is continu in een punt peX dan en
slechts dan indien in M geldt: £(u(p))Cu(£(p)).
Bewijs: a) Stel f is continu in p, dan geldt: (VVUeT;)
((£(p)eu) » (FVET)((peA(E(V)CU))). Dus mu geldt in (¥, T,™):
3 % ka3
A )Cﬁ{f(Vp DERU (0905
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waarbij wij eannemen, dat de doorsneden genomen Wdfden over alle
standaardomgevingen V_ van p, resp. Uf(P) van £(p).

Uit deze formule volgt: f{u(p))cu(f(p)).

b) stel £(u(p))Cu(£(p)). 2ij U§( y een willekeurige standaardomgeving
van £(p) in Y . Binnen u(p) in X ligt een inwvendige omgeving van p.
Derhalve geldt in Mf: (3 Vp)((pan)/\ (‘Vp@,’f‘fi%)/\(f(Vp)CU':‘(p)))o Deze zin
is geformuleerd:hzlh en dus waar voor M, zodat in M geldt: Binnen
elke vaste omgeving ven f(p) ligt het beeld van een omgeving van p.

Conclusie: £ is continu in het punt p.

Gevolg: Een functie f3 X + Y is dan en slechts dan continu, indien
voor elk punt p van X geldt: £(u(p))lu(£(p)).

Een 1-1 duidige continue functie van X op Y heet een homeomorfisme

als ook de inverse relatie continu is.

X en Y heten homeomorf als er een homeomorfisme tussen X en Y bestaat.

Stelling 2: Een &&énéénduidige functie van X op Y is dan en slechts

3 o o o %
dan een homeomorfisme indien geldt in M : £(u(p)) = u(f(p))
voor alle péX.
Bewijs: volgt onmiddellijk uit stelling 1.

Definitie Een topologische ruimte (A, 1;) heet een deelruimte van de
ruimte (X,7’), indien ACX en

(Vu)((ueT) = (3 V)((VeTA(Ina=U))).

In woorden: De open verzamelingen van A zijn precies die verzamelingen,
die kunnen worden geschreven als de doorsnede van een open verzameling
uit X met A.

3 : Een topologische ruimte (A, 7}) is dan en slechts dan een

deelruimte van de topologische ruimte (X,T) als voor elk
punt p € A geldt:
(p) = w (pINA"
UAP-—UXPf\ ]

Bewijs: Volgt eenvoudig uit het lemma van § 1.

&
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Het is duidelijk uit deze stelling 3, dat een deelruimte van een

Hausdorffruimte, resp. reguliere ruimte, resp. T. ruimte, weer

1

Hausdorffs, resp. regulier, resp. T, is. Verder ook, dat een

1 ,
gesloten deelruimte van een compacte, resp. normele ruimte weer

compact resp. normaal is.

Definitie : 2ij voor zekere indexverzameling A met elementen o een
stelsel verzamelingen Xa gegeven. Nu kunnen wij het
Carthesisch product definieren als de verzameling F

van alle functies ¢ van A naar agA Xa met de eigenschap
det voor alle agA geldt ¢(a) EX o
In formule:

F= I X

oy X = {0:2 > Ux [(VBea)(o(8) X))}

(o Rit}

Wanneer nu elke verzameling Xé van een topologie 7; is voorzien,
kunnen wij op natuurlijke wijze een topologie voor F definieren;
namelijk door als open subbasis S een stelsel van verzamelingen
F(a, U) te nemen, met de eigenschap, dat elke F(a, U) bestaat uit
juist die functies ¢, waarvoor geldt, dat ¢(a) €U é,T;o

In formule:

(V 0ea)(VUET ) (F(a, U) = {¢](9eFIN(o(0)eUeT )} ).

D

s E [ Pla, U) | (aéA)ﬁKUeJ;)}

De topologie die hierdoor gedefinieerd wordt heet de producttopologie

voor agn X@; en de ruimte agA(Xa9 72) heet het tqpologischen of

Tychonoffproduct van de ruimten (Xa’ T

Wanneer we nu trachten om een op deze wijze gedefinieerd product
uit te breiden tot een niet-standaardstructuur, kiezen wij daartoe
een structuur M(T), die zowel A als agA Xa omvat in Moo Wij nemen
aan, dat M(T) vol is. Dan is ook elk stelsel van tweeplaatsige rela-
ties 1nwe§;igg en dus ligt (agA Xa) in M(OSO)’ terwijl de product-
topol 1 lement i [

opologie een elemenv 1s van M(((OBO)))
De uitbreiding van M t.0.v, alle samenlopende relaties omvat dus de
uitbreiding van elke X5 de uitbreiding van A, alsmede de uitbreiding
van het topologische product. In het bijzonder bevat M topologische

° 3% . - %
ruimten X ook voor de o uit A \ A4,
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3%
Een standaardpunt p uit het product F~ is dus een functie % , met
%
de eigenschap dat ¢ precies de uitbreiding is ven een functie ¢ uit

F, Nu geldt voor de monede van p:

Stelling 4 Voor elk standaardpunt pe I % (X »T,) bestaat u(p)

precies uit die functies ¥; waarvoor geldt: Y(a)eu(p(a))

voor alle aéA.

Bewijs: Stel W(a)gu(p(a)) voor zekere 0éA, Dan is er een standaard

open verzameling Uméjzmet peU, en W(a)#U:a

Dit betekent, dat de subbasis verzameling F(a, u, ) de eigenschap heeft,
dat p e F(o, u, ) maar w¢F (a U )9 dus de doorsnede van alle standaard
open verzame11ngen om p bevat ¥ niet in F o

Ligt omgekeerd ¥(a) in u(p(a)) voor alle aéA, dan ligt ¥(a) binnen

alle standaard subbasisverzamelingen om p dus ook in u(p).

Gevolg: Het product van Heusdorffruimten is een Hausdorffruimte.
Bewijs: Kies twee standaardpunten p en g. Als p # q dan bestaat er
een 0gA zodanig dat p(o) # g(a), dus u(p(a))nu(qle)) = @, en derhalve
is ook u{p)ru(q) =

Stelling 5 Het product van compacte ruimten is compact (Tychonoff) .

Bewijs: Kies een niet-standaard punt ¢ uit F
P
(V aea) (2 xex ) (v(a)en(x)eX,).

Dear de verzamelingens P = {x|(ng JAU(e)gu(x)} niet leeg zijn, is
ook hun product niet leeg ?precmes het keuze-axioma).

Er is dus een punt p in méA(Pa)° B

Dit punt is dan standaardpunt in F , en volgens stelling 4 is ¢ dus
bijna standaard.

Conclusie: de ruimte is compact.

De afbeelding n: F X die gedefinieerd wordt door

1,(9) = ¢(e) is cont1nu°
Bewijs: Zi] wéu(p) voor zekere standeard p uit 7 , dan geldt v(a)eu(p(a)),

n (u(p))eu(n (p)) gee.d.
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81, Non Standard Analysis of a TVS

Definition. A topological vector space (henceforth called a TVS) is a

(real) vector space E with a T1 topology (i.e. points are closed) such
that the maps ’

ExE->E: (x,5) >x+7y (addition)
and

RxE~>E: (a,x) > ax (scalar multiplication)

are continuous.

Notation: E and F for TVS's.

R for the real numbers. For any object Q of the standard model, Q-)e

(or sometimes Q) denotes the corresponding element of the enlargement.
For AcR and X,Y<E (or ACR and X,YCE ) AX is the set of all ax with
a €l and x€X and X + Y is the set of all x + y with x€X and yevY.

For xeF standard, uE(x) is the monad of x in B » For a &R ﬁR(a) is

the monad of aj; i.e. the set of all bER with |la - b| infinitesimal.

Remark: The usual definition of a TVS does not require that the topology
be T1.

Proposition 1. a€R; x,y€ E all standard. Then

(1) uglx) + uE(y) < uE(x + )
(2) uR(a)uE(x)suE(aX)
(3) uE(x +y) =x+ uE(y)

(L) uE(aX) = auE(x) if a # 0.
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Proof:(1) and (2) say that (x,y) » x + y and (a,x) > ax are continuous

while (3) and (L) say that y > x + y and x - ax are homeomorphisms.

Corollary: (0) = uE(O) = uE(O) + uE(O).

Proposition 2. T : E » F linear standard. Then the following are

equivalent:

(1) T is continuous

(2) Tx is continuous at x = 0
- ,

(3) TuE(O) S 1,(0).

Proof: (1) ==> (2) ==> (3) are trivial.

(3) ==> (1) because TuE(x) = T(x + uE(O)) = Tx + TuE(O) c Tx + uF(O) =

= ug(Tx).

Definition. T ¢+ E + F is a toplinear isomorphism iff T is linear, and

T is a homeomorphism. E and F are toplinearly isomorphic (in symbols,

E = F) iff there exists a toplinear isomorphism T : E - F.

Corollary: A linear bijection T : E -~ F is a toplinear isomorphism

if and only if TUE(O) = uF(O).

Theorem. Characterization of the finite dimensional TVS.

Let E be a TVS. Then the following are equivalent:

(1) E is finite dimensional.
(2) E = R® for some n.

(3) E is locally compact.

Proof: (2) ==> (1) is trivial and (2) ==> (3) follows from the

Heine Borel theorem. (1) ==> (2) follows immediately from

Lemma 1. Let e

Then

12 e e &F be linearly independent (and standard).

T —
éafﬁéuﬁo) == a, u.,aneuRW).
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Proof: (<==) the map’an > B : (a,l, cees an) > Z ase; is continuous.
i
(==>) suppose x = ) a;e; where some a; éuR(O). Define
i

A = 1/max {1, |a1!, N Ianl}'
Then
(1) 0 <A< 1.
(i1) Aa

g5 teeo Aan are all finite.

(iii) Aaj e’luR(O) for some j.

o

1 . = b, + C. o R .
Write kal b, cy where bl standard an cleuR(O) Then |

where

By (<==) zepE(O). By (iii) and the linear independence of €15 veey €
y # 0. But y is standard. Since E is T1, y ¢uE(O).

n

If xeuE(O), then since X\ is finite, Ax euE(O). Then
y = Ax - ZG“E(O) - pE(O)g_uE(O), a contradiction. Hence x & pE(O).

Corollary. Any finite dimensional subspace of E is closed.

Now for (3) ==> (1). Let E be locally compact. Then there is an open
neighbourhood U of O in E with K = U compact. (The bar denotes closure.)
By the continuity of + take an open neighbourhood W of O with

W+ WgUcgK and set V = WNA(-W). Then

(a) V+ VgU; and
(b) V= -V,

Now recall that a set has compact closure if and only if all its

points are near standard.
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Lemma. If F is a closed, proper subspace of E (i.e. F # E), then there

exists xeU with (x + V)aTF = §.

Proof: Suppose not. Then (x + v)AF is non empty for every xe&U.
Hence UgF - V, Hence V + VCF + V. Repeating m times we get

mVeF +V form=1, 2, ... . Hence

() V9F+%V m=1, 2, see o

Claim: V€F. To see this choose v &V standard. Take m infinite in ().
Then v = y + %w where ye¥ and weV. But weVeK. Hence w is near
standard. Hence —Il- We.‘uE(O). Hence y = v = -1-21- vev - uE(O) = uE(v).

Thus Fr uE(v) is non—en%;pty and since F i§ closed it follows that veF.
This proves the claim that VgF. But from the fact that F contains an
bpen set follows the fact that F = E. This contradicts the hypothesis

that F is proper and proves the lemma.

We now prove that E is finite dimensional. If not, by the last
corollary, every finite dimensional subspace FcE is closed and proper.

By the lemma we have

VF JxeU : (x + V)nF = 0.

The sentence is to be interpreted in the standard model with F ranging
over finite dimensional subspaces. Passing to the enlargement we see

that there is an x eU” with

(x + V)AF = ¢

for every standard finite dimensional subspace F. In particular, taking
F to be the one dimensional subspace spanned by a standard point y
we see that x is not near standard. But xéU*g.K*, contradicting the

assumption that K is compact. This completes the proof that (3) ==> (1).
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§2. Non-Standard Analysis of a Normed Space

Definition. A norm on a vector space E is a map

E->R:x+||x||

such that

(1) |lx|| > 0 for all xeFE;

(2) ||x]|] = 0 if and only if x = 0;
(3) |lex|| = |a| ||x|| for aeR, x €E;

(%) =+l < [lxl] + ly[] for x,yeE.

E is then a metric space (and a TVS) with a metric 4 defined by

d(X’Y) = HX - Y|

Note that for x €E, u_(x) is the set of all yeE* with ][x - yH

E
infinitessimal. Hence y&E* is near standard iff there exists standard
x €E with ||x - y|| infinitesimal. We say yeE is finite iff ||y||

is finite.

Proposition 1. (1) Every near standard point is finite.

(2) The converse holds if and only if E is finite dimensional.

Proof: (1) is immediate from ||y]|| < ||x|| + ||y - x|].
The converse is equivalent to the assertion that the closed balls of
finite radius centered at 0 are compact. This in turn is equivalent
to the assertion that E is locally compact which by §1 is equivalent

to the assertion that E 1s finite dimensional.

Definition. An operator on E is a linear map T : E > E. T is bounded

iff there 1s a real number K such that

HTXH f_K| |xH for all x€E.
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The smallest such K is called the norm of T and denoted by ||T|].
The space of operators on E may be given the structure of a vector

space by defining aT (aeR) and T, + T, by

1
(aT)x = a(Tx)

(T +T2)x=Tx+Tx for x &F.

1 1 2

This space also admits a natural multiplication: i.e. for operators

‘I'1 and T2, ’I‘1 o T2 1s defined by

(T1 0 T2)x = T1(T2x).
The set of bounded operators on E is denoted by L(E,E).

Proposition 2. L(E,E) is a normed algebra; i.e.

(1) L(E,E) is closed under addition, scalar multiplication, and

composition;
(2) || || is a norm on the vector space L(E,E).
(3) [T, o 0| < [T, [] |7 ][ for T,,T,eL(E,E).

The proof 1s trivial and standard and is left to the reader.

Proposition 3. Characterization of bounded linear operators.

Let T : E -+ E be a (standard) operator. Then the following are equivalent:

(1) T is bounded (i.e. T €L(E,E)).
(2) T is continuous.
(4) T maps near standard points to near standard points.

(5) T maps finite points to finite points.

Proof: (1) ==> (2) is immediate from

7% = Ty|[ = [|T(z=y) || < [IT}] []x - ¥]

O.

(2) ==> (3) because (3) asserts that T is continuous at x

(3) ==> (4) because for x standard: Tu_(x) = T(x + uE(O))

B Tx + TuE(o)t_.

€Tx + up(0) = py(Tx).

&
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We prove (4) ==> (1) and (5) ==> (1) simultaneously. If (1) fails,
T is not bounded. Then for every integer n there exists x eE with

||xn|| = 1 and n° < ||Txn[|. Take n infinite and set y =4 X, Then

lly|] = 1/n so that yeeuE(O) and is thus near standard and finite. But
2 |lmx ]
—L .____Il_._=
n=—<— [Ty |

Thus Ty is not finite and certainly not near standard. Hence both (L)
and (5) fail.

Finally (1) ==> (5) because |[Tx|| < [|T]] ||x]].

Definition. An operator T : E -~ E is compact iff T maps bounded sets

to sets with compact closure.

One sees that T is compact iff TB has compact closure where B is the
unit ball about O.

Proposition 4. Characterization of compact operators.

Let T : E +» E be a standard linear operator. Then
(1) T is compact <==> T maps finite points to near standard points.

(2) Hence a compact operator is bounded.
Proof: TB has compact closure <==> gll its points are near standard.

Remark: A compact operator is sometimes called completely continuous.
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§3. A Lemma

Throughout this § E denotes a normed vector space. Everything said
holds equally well for an arbitrary metric space. We write x = y iff

|x = y|| is infinitesimal.

Proposition 1. Let <sn>n be an internal sequence of real numbers and

suppose Snélﬁﬁo) for all finite n. Then there exists an infinite

integer w such that s &up(0) for all n < w.

Proof: Let S be the (internal) set of all n such that Isnl <~%. Then
8 contains all finite n. If S8 is not everything, take w + 1 to be the

smallest member of its complement.

Proposition 2. Let x>0 be a standard infinite sequence in E. Then

either

(1) X has a (standard) limit point; or

(2) X is not near standard for all infinite n.

Proof: Assume (2) fails. Then for some infinite w and some standard ¥y

we have x = . Choose a standard € > 0 and a finite integer n. The

sentence
dm>n: ||xm -yl] <e

holds in the enlargement (take m = w) and therefore holds in the

standard model. Thus y is a limit point of <X Zpe

Lemma. Let x> be an infinite internal sequence in E either Q-finite

or not. Suppose € > O is standard and

> e

]]xi - Xy

for all finite integers i and j with i # j. Then for some integer k,

X, is not near standard.
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Proof: Suppose not. Then x, is near standard for all k. Define a standard

k
sequence y by setting Yy = O(xk) for k finite. Then xj > yj for all

finite integers j. Thus
() vy = vll 2 /2

for all finite i and j with i # j. The sequence of real numbers

5 = lej - yj[| is infinitesimal for all finite j and therefore

also for sufficiently small infinite j by proposition 1. By assumption,
xj is always near standard; hence yj is near standard for sufficiently
small infinite j. But by (+), y has no limit point. Hence by

proposition 2, yj is not near standard for all infinite j: a contradiction.
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§4, The Spectral Theorem for compact Self Adjoint Operators

In this section H denotes a seperable complex Hilbert space. C denotes
the field of complex numbers. (x,y) denotes the inner product on H, so
that

(1) (x,x) is real and > O.

(2) (x,x) = 0 only if x = 0.

(3) (¥ ,4y,) = (x,7,) + (x,5,).
(X1+x29Y) = (X1 9Y) + (Xzsy)'

(4) (x,5) = (v,%).
(5) (ax,y) = al(x,y), (x,ay) = a(x,y) for aeC.

Here '_a—, denotes the complex conjugate of a eC. Define a norm on H by

6) =l = Vix,x).

A sequence <e > (finite or infinite) is called orthonormal iff
||en|| = 1 for all n and (ei,ej) =0 for all i # j. Iff in addition

x =) (x,en)en
n

for all xe B, we say that <e£'> is an orthonormal basis. In that case
the expression for x in terms of the e is unique. For if x = Z x e
then n

(x,e ) = ¢) X5 €5 en)

1}

Caol>g

X.\€, e
ROWER

= X s
n

We assume the reader is familiasr with the following:
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. |y < [=l] 1yl (Schwarz inequality)
1. |lx +y|] < |l=l| + |ly]] (Minkowski inequality)

III. Every orthonormal sequence extends to an orthonormal basis

(with reindexing).

For proofs see Halmos, An Introduction to Hilbert Space, chapter 1.
Let T : H >~ H be a linear operator. A vector veH is an eigenvector
of T iff v # 0 and for some A e&C

Tv = Av,

We then say ) is an eigenvalue of T,

T is self-adjoint iff
(Tx,y) = (x,Ty)

for all x,y&H.

We now state

The Spectral Theorem for Compact Self-Adjoint Operators. Let T be a

compact, self adjoint operator on H. Then H has an orthonormal basis

<vn> where esch vn is an elgenvector of T.

Remark: With respect to such a basis, T has "diagonal form"; i.e. if
x=) XV,
is a point of H (where x = (x,vn)), then

Tx = Z )\n xn vn.

Proof of the Spectral Theorem: In case H is finite dimensional, the

theorem is practically trivial. Let v, be any eigenvector of T, say

1
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Dividing'v1 by |‘v1|| we may assume !lv1|| = 1, Let H' be the subspace

of all vectors perpendicular to v., i.e. x eH' iff (v1,x) = 0. For

i
xe H!

(v1,Tx) = (Tv1,x) = (A1v1,x) = 11(v1,x)’= 0

so that TxeH'. Thus H! is invariant under T and the theorem follows

by induction on the dimension of H.

We will prove the infinite dimensional case from the finite dimensional

case via non-standard analysis.

Let <e > be an orthonormal basis for H. Select an infinite integer w
end let H be the subspace of H spanned by e, €55 ovoy e,
Let P : H -~ H be the perpendicular projection; i.e.

P(J xe)=x

e, * «os t X €,
n nn 171 W w

Tet T : # -~ # denote the restriction of Po T o P to H.

Proposition 1. Px * x for x near standard.

Proof: Recall that x = y means that ||x - y|| is infinitesimal. Suppose

x is standard. Since 1lim E x.e, = x we have that || ? x.e. - x|| is
ne j=1 =1 99
infinitessimal for n infinite; and in particular for n = w. If x = y

where v is standard, then Px = Py = y = X.

Proposition 2. If x is finite, PTPx is near standard.

Proof: Let x be finite. Since ||Px|| < ||x]|, Px is finite. Since T
is compact, TPx is near standard; say TPx = y where y is standard.

Then PTPx = Py. But Py = y. Hence PTPx = y.

Proposition 3. Let ve H and suppose Tv = Av and I]v]| = 1. Then if A

is not infinitesimal, v and A are near standard.
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Proof: Tv = PTPv is near standard by proposition 2. Hence, since 1/A

. e e o . Tv
is not infinite so 1is 7— = Ve

Since |A] < ||T||, A is not infinite.

Now H is Q-finite-dimensional. Hence by transfer of the finite dimensional

theorem we select an orthonormal basis

.VA e ¥ "V’
1? > Tw

for H and complex numbers i1, coos Xm with

Tv, =%, v,
I B

We may also assume

A

By proposition 3, Xj and ;j are near standard.

Proposition 4. Let ¢ > O be standard and |Xj| > e for jJ =1, «o0, k.

Then k is finite.

Proof: Since the %5 are orthonormsl,
|5y - w511 = Ve

for i # j. By proposition 3, ;1, coes ;k are near standard. Hence by

the lemma of 83, k is finite.

Proposition 5. Let x be near standard. Then Tx = TPx.

Proof: Without loss of generality assume x is standard. x = Px by
proposition 1. Hence Tx = TPx. Hence PTx = PIPxX. Again by proposition 1,

Tx =z PTx. Since PPx = Px we have

Tx = PTx = PTPx = PTPPx = TPx.



88

Now let W be the set of all integers j such that Xj is not infinitesimal.
By proposition 4, W contains no infinite j. Hence there are two cases:

case 1. W= {1, coey k} k finite, and case 2. W = all finite integers.

Case 1. W = {1, «ee, k} when k is finite. By proposition 3, %j and Xj

are near standard for j&W. Define

0~
(vj)

V.
d

A
d

O(Aj) for J = 1y eee, K.
Then’vj = Vs for j =1, «.., k 50 that (vi,vj) = (;i,;j) = 0 for
i # j. Since (vi,vj) is standard, (vi,vj) = 0.

Similarly ||vi|[ =1 for i =1, ..., k.

Extend Vis sers Vp to an orthonormal basis Vis eets Vis Vigqs eeo

of H and let Aj =0 for j = k+1, k+2, ... .
Choose xgH. Then Px&€H and
PX = XV, + oee + %X v
11 W w

where ij = (x,ﬁj). But

TP = X X7, + eoe + X AV &
1711 w W w

Hence
N - Gy 4 e+ RO
= Nt e Tieer * oo+ EA T 1]
< Il
Since A is infinitesimal, this says that

k+1
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By proposition 5,Tx = TPx. Hence

ﬁPx

]

Tx

o~ e P T

x1)\1v1 * ees *+ X AV

R

= (x:v1))\1v1 * oo + (X,Vk))\kvk

= (x,v1)x V., + eee + (x,vk)A

171 k'K’

Hence since both sides are standard
= ® ® @ + L]
Tx 7\1(x,v1)v1 + Ak(x,vk)vk
Case 2. W is the set of all {finite) natural numbers. Then each Xj

for j finite is near standard and so by proposition 3 we may define

(for finite j)

As before the set <vn>‘is orthonormal. By proposition L, ]Knl >0

as n » », Choose x H standard. For n finite,

| |Tx - (A1(x,v1)v1 + .. An(x’vn)vn)ll

it

[P = (A Geov Jvy + e+ X (7 )v )] |

= 1A v DV g+ e+ K (2w v [
<Al =0
as n » =3 i,e.
Tx = ) An(x,vn)vn.

n=0

<v,> may be extended to an orthonormal base (the new basis vectors

are eigenvectors of the eigenvalue 0).

This completes the proof of the spectral theorem.

&






